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超越 数论 与 技 音 图 逼近 论 紧密 相关 ,是 数论 的 一 个 重要 分 允 . 自 从 20 世纪 30 
年 代 Hilbert 第 七 问题 被 解 侈 以 来 ,经典 的 Gelfond-Schneider 方法 不 断 得 到 改进 利 
发 展 .特别 是 20 世纪 60 年 代 末 期 A. Raker 关于 代数 数 的 对 数 的 线性 无 关 人 性 的 工 
作 推 动 了 超越 数论 的 发 展 , 他 为 此 而 荣获 Fields 奖 , 近 30 EH, HFRS RBC 
的 进展 以 及 来 目 交 换代 数 .代数 几何 等 学 科 的 新 的 技术 的 出 现 ,形成 了 一 些 新 的 趣 
BAK ,并 产生 了 不 少 引 人 注目 的 新 结果 ,例如 RR，Apéry 关于 (3) 的 无 理性 
(1979) ,Yu， V. Nesterenko 关于 n eM TYI4) 的 代数 无 关 人 性 (1996) ,等 等 . 另外 ， 
超越 数论 的 方法 在 理论 计算 机 科学 中 还 找到 有 价值 的 应 用 , 当前 超越 数论 是 数论 
研究 非常 活跃 的 领域 之 一 .在 我 国 , 从 20 世纪 70 年 代 初 期 起 ,在 王 元 院士 的 倡导 
和 组 织 下 ,在 研究 于 番 图 遂 近 论 的 同时 也 开 虹 了 超越 数论 的 研究 工作 ,并 取得 一 些 
有 意义 的 理论 和 应 用 成 果 , 初 步 形成 了 研究 队伍 .为 了 有 助 于 人 们 较 全 而 地 了 解 和 
学 习 超 越 数 论 的 经 典 理论 .方法 和 当代 成 果 , 有 利于 超越 数论 的 研究 在 国内 的 发 
R ,我 们 编写 了 这 本 超越 数论 的 人 门 书 . 在 某 种 意义 上 讲 , 它 是 1993 年 出 版 的 《 丢 
FESR EA CREE E A: I) eR ER 

由 于 超越 数论 的 结果 相当 丰富 RR eC ERR ARATE, BB 
以 几 种 重要 的 函数 类 的 数论 性 质 (超越 性 和 代数 无 关 性 ) 为 主要 研究 对 象 ,通过 证 
明 一 些 经 典 结果 和 当代 成 果 较 全 而 地 给 出 超越 数论 的 基本 方法 .全 书 分 八 章 .第 --- 
音 讲 超越 数 和 代数 数 的 基本 性质 和 一 些 常用 工具 性 数论 引 理 , 并 应 用 丢 鼻 图 有 逼近 
的 结果 构造 一 些 超越 数 , 从 而 给 出 超越 数论 中 的 欢 近 方法 的 基本 思想 ,第 二 、 二 、 四 
章 论 述 Gelfond-Schneider 方法 ,第 二 章 给 出 著名 的 Hilbert 第 七 问题 的 解 , 即 A.O. 
Gelfond Al Th. Schneider 的 丙种 基本 方法 . 第 三 章 研 究 一 类 重要 周期 函数 即 椭圆 
町 数 值 的 超越 性 ,并 介绍 Yu. V. Nesterenko 关于 模 函 数 的 最 新 超越 性 结果 .第 四 
章 用 Gelfond 方法 研究 指数 蚁 数值 的 代数 无 关 性 .第 五 章 讲述 Baker WHE, HIER 
数 数 的 对 数 的 线性 无 关 性 (定性 和 定量 两 个 方面 ) ,其 中 介绍 了 M. Waldschmidt 关 
于 对 数 线性 型 下 界 俏 计 馆 今 最 好 的 结果 ,并 用 来 建立 某 些 经 由 超越 数 的 超越 性 度 
H AAR E 函数 的 数论 性 质 ,是 Siegel-Shidovski 方法 的 基本 引 论 .第 七 章 
讨 沦 某 些 满 足 一 类 范 数 方程 的 特殊 函数 在 代数 点 上 的 值 的 超越 性 ,简明 地 论述 了 
Mahler 方法 . 天体 上 前 七 章 给 出 了 超越 数论 的 基本 方法 .最 后 一 章 的 主题 是 及. 
Mahler 的 数 的 分 类 理论 , ESE BRIM Ri RPK. RRR 
有 初等 代数 数论 和 复 分 析 的 基础 知识 . 除 第 一 章 外 ,其 余 各 章 相 对 独立 . 
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不 是 ， 
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第 一 章 ”超越 数 与 代数 数 


本 章 是 全 韦 的 预 省 ,包括 一 些 基本 和 定义 .代数 数 的 简单 人 性质 及 常用 数论 引 埋 ， 
还 给 出 Mahler 超越 性 的 充 要 条 件 及 构造 超越 数 的 某 些 方法 ， 


第 一 节 ”代数 数 及 其 简单 性 质 


Wa EC, 若 存在 非 零 多 项 式 PE Zl ze) Pla) = 0, 则 称 a ARRE, 
称 * 为 超越 数 . 全体 代数 数 形成 一 个 域 , 记 为 入 .由 对 称 多 项 式 定理 , 上 述 定 义 中 条 
件 PeEz[zj 可 等 价 地 换 成 PE€ 访 [zj. 

设 s 守 1,PECLz ,zs]. Plz.-.2,) = Dy acy eye FEY aay E 
5 是 美 于 (站 = (Geni € NG 的 有 限 和 .分 别称 和 [acn | 和 mmax| ac) |X 
P 的 长 和 高 , 记 为 L(P) 和 HCP). 用 d(P) RR P RE) KA, deg, (P) ER P 
关于 z, 的 次 数 , 令 d(P) = max deg, (P), FÆ d(P) S d(P) S ad (P) 还 定义 
(P) = d(P) + logH(P), 称 为 P 的 规格 . 

Bal A,PEZ[z](40 L) AHAB Pla) = 0, 则 称 Piz) 为 a 的 极 小 
多 项 式 , 其 次 数 \ 长 ,高 和 规格 分 别称 为 a 的 次 数 , 长 ,高 和 规格 ,并 记 为 dla), 
Lla), Hla) H tla) Rat = asa yat 是 ae 的 极 小 多 项 式 的 全 部 根 WB 
a? a) J a ARERI), HPN la) = Ye H a ER, Bla 
= max las? | A a 的 尺度 . 

EICAR a 的 极 小 多 项 式 首 项 ( 即 最 高 次 项 ) 系数 为 1, 则 称 a 为 代数 整数 .所 
有 代数 整数 构成 和 中 的 一 个 环 , 记 为 Z .通常 (Q 中 的 ) 整数 有 时 称 为 有 理 整数 . 

WelA, Ha CN faa CZ, WR a He 的 一 个 分 母 , 记 为 9(a), 因 此 
的 极 小 多 项 式 的 首 项 系数 ( 设 为 正 数 ) 是 a 的 一 个 分 母 .a 的 分 母 中 最 小 者 称 为 a 的 
最 小 分 侠 , 记 为 den{a). 对 于 包 个 代数 数 gl ，…,a,, 车 a EE NENA a; HE, M 
称 Haya, 的 公分 母 , 记 为 9(a1,… ,a,), 其 中 最 小 者 称 为 el ,… ,a, 的 最 小 公 
TPE, ICA den{@1,… ,a,). 

灶 于 EAA, 称 sla) = log max(lal,den(a)) 为 其 容 度 . WFP = 
as ae E Alzu, AP] = max|a 人 的 其 尺度 ,den( 了 ) 一 den{a,,,) 


WADA ALE P E Ze.) RP = HCP). 


a Vo. 
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第 - ' 蔓 ”超越 数 TRER 


引 理 1 Rae Ava 0, W 
(L+ Hla) < lal<it Hla) Adenla). (1) 
HERI, filial + Hla). 
证 EaSI MCR A PRR AR ef >, PCr) sage" te +a 
YAR hb Beis. Pa) =0 4 


Jana" | = farsa” T+ 4 ag|< Hla) lal? +1) 


= H(a) ler — < Hla) a, 
内 den(a)<| an | , 故 得 (1) 式 右边 .将 不 等 式 (1) 的 右边 应 用 于 代数 数 Lo ,注意 
Hia)=Hil/o), BO) RAE. S| BE, 
引 理 2 (代数 数 基 本 不 等 式 ) BaA ESIR 
logl al- (n — 1)iogl al - nlog denta) >- asa). 
证 H den(a}a 为 非 零 代数 整数 , 故 | N(den(a)a)| 1, Am 
den(a)"\a leh s1 (ËF n = dla)), 
于 是 得 到 
log i a lt- {n ~ Lloglel- nlog den(ay >—2nsle). 
引 理 3 Ra 是 非 零 代数 数 ,sm CZ , 则 
H(a) S (2den(ajmax(l ,| ay)ete) ， (2) 
Hla +m) <(dla)+1)14+ |m| He). (3) 
WR PCzj=a,2" +++ ap 是 a 的 极 小 多 项 式 , 则 由 多 项 式 根 与 系数 的 关 
系 得 当 =O, nn, 
a| la "Fak <2"| a, | max(1 Jar). (4) 


又 因为 denladaG Za ;所 以 存在 非 零 多 项 式 
Roz) = g" t b yet +--+ € Zl), 
使 R(den(a)a) =0, RE Rila) =0, HP 
Riz) = den(a)*z" ++ + by E Ziz]. 
但 PCo) NTA A PIR ,从 而 | a | 所 den(a)", 于 是 由 (4) 得 (2). 
MES G(xz)=P(z 一 mm), 则 G(xz) 是 a+ xm 的 极 小 多 项 式 ,于 是 由 G 与 上 
ARREK ERI 


Hla r m) <H(a) SU + [ml <n +1) | m| Ha). 


au 
因而 (3) 得 证 , 引 理 证 些 . 
下 面 商 个 引 理 比较 显然 ,我 们 略 去 证 明 ， 
引 理 4 a, pE, a,mEN, M 


党 - 节 代数 数 及 其 简单 性 质 ,3 


den( af) ss centeydent 3), ESP =, 
den(a + 8) & denta deni 3), la Fy Bla alt) | Bl. 


den(aa) = aden(a), | gal = alal, 
dena” } = denta)", |a” = jaf. 
引 理 5 全， 则 
sla toe ta) slay) te + slays 


AL ajta E Fa , 则 
slay fosters + a) max s(a, } + loz. 


引 理 6 Ba, pA, dla) d(PSd, Hla), HOSA he), W 
data d, dal) < d?, 
Hlat+ PGi’, Has) SH, 


其 中 ec>0 是 与 ae,8 有 关 的 常数 
证 Re, PHRMA Be? ,8 ,其 极 小 多 项 式 最 高 项 系数 分 别 为 a ,5 ,加 


Pla) = (ab)? [EC = (a? 8) EZT], 
s aiB 的 极 小 多 项 式 是 P(x) 的 因子 ， 因此 好 e+ 有 过 号 -并且 而 引 理 1. 引 理 3 


和 引 理 4 得 
Hla + PYS (2denle + 有 rnaxflie + BD Ye 


< (2ab + 2h)" <A, 
Hy. = d (+ lop(4dab)). eM HOA EY OR. EE. 
HME PEC] 2 JAE d 次 非 零 多 项 式 


Ple) = agf 4+ ay = ag [T CG- a), 
用 Jensen 230 (00 , B/N, [222 ] 44 i 
[asl [mantle = exp flog! PCE 1 ae). 
我 们 定义 三 的 Mahler BE EI 为 
MIP) = |ag| i max{1,| a |). 


因此 AP 是 一 个 积 性 函数 : 
M( P P2) = MP MiP) (P1,P3 € C[z]). 
RUBE a 有 极 小 多 项 式 PEZTz], 则 称 Mle) = M(PYH a W Mahler FF 
tt 
hla) = gay RM a), 


a RS 
TERRY a BIAS STR. 
引 理 7 i PEZ[2], 5 


ADE MP) & minty dl P) + 1H(P),LOP)). (5) 
FFH, FI a wha 次 代数 数 , 则 
2-4Hla) < Mla) min(v d +1Hla), Lia}). (6) 


证 BE P(e) aye te + ay AFAN assay M 
a= (> 1) 2 aa, OS <a), 


- ] 
ls SEd 


其 中 和 式 中 加 项 个 数 是 | S | <4 RARER ABE MCP )/| aal , 故 


得 (35) 式 堪 半 ， 
ATE (CS) ATE ,由 Riemann 积分 定义 及 算术 几何 平均 不 等 式 可 得 


exp |. log! P(E) dt |< | (Ple™)|2dz. 


因此 
exp, log] Pre 1) )1 ?dz < <{f; |P) ) ae) = (al 


由 此 易 得 (5) 式 有 半 . 
KP Ae 的 极 小 多 项 式 , 由 (5) 即 得 (6), 证 毕 ， 
引 理 8 Ff aj, EA, N 
hla + a.) Ska) + hla) + iog2, 
hiara) S hla) + Alas). 
HF o€A ,aA0,n€Z , 刚 
hla) =] nj hla). 
证 PERS r, y 20, 
max(1,zy) <max(1,2) + max(1,y), 
max(l, x + y) & 2max(1,2) + max(1,y). 
Ha ue Bt A Sat. MAM 2 >On Zn h} 
max{1l,2"} = maxf1l,zx)", 
因而 此 时 A Ce") = nh (a). mM 2 >O BE max(l,2)= 2 maxit, l/r), WH a0 
Mha) = Aia), Mii n <0 A Ate") =lnlh(e). WE. 


注 1 Ë s22, a EA, Wl Aia teeth Slogs + Sala.) ( HEL 249]). 
BRO 若 a 为 d 次 代数 数 , 则 


1 
jlogH(a) ~ log2 < h(a) < FlogH(a) + a glog(a +1), 
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js (a) hla) < log den(a) + log max(1.Ja) < 2s (0). 
证 由 引 理 了 AIR NSS 的 证 明知 a WER) Bh SRR ag 
WE | ey | <S<denla)* iH | ay | eden(a), PRL 
max(den(a),! al) <= -| ag | i maxíl, | a; | ) < den(a)?(max(1.eal))?, 


HIF a, 是 a SER, TEL 武 也 得 证 . 证 毕 
引 理 10 (Liouville AYR, Liouville 估计 ,1691) Bea. a, EA, (ay, 
ya J=), dla) = deh =t, " or FF AK 


Plea a= San, az, 2 € Z[z,," zj, 
那么 如 果 Plae a) 40 M 


|PCay. sa} LPY LE Lia) mA, 
点 一 


其 中 
人 KO (aa) 是 实 域 ， 
12, 当 人 (a1,…,a,) BBR. 
证 (KAR oe HE, RNA (a1, a HAA) ER OED RRR, T 
是 对 每 个 ROSS) gy = f(7) BP ACO 1 MRK DHA 
Plays,a,) = PELAG), £10)) = TCA), 
其 中 了 EQ[z]. 设 98= 0%, POR o MAIER, M of = aero O Ba 
ERIE ABA ad; D, HERT a” (TOO), TO) He ae 
D/d XK. iv 
TBP) = PCF CO) eo FBO) = Pade? pe a0), 
则 有 
THY), THOM) EQ, (7) 
并 日 co (ay USE TIER) RER D/d, 个 因子 中 出 现 ,因此 w 的 每 个 共 酌 在 乘 
ECT) PRBH N,D/d, 次 . 易 知 , 若 PCAN EASE 8)(= 8),…,B, 极 小 多 
项 式 首 项 系数 为 YM BB fie LSE EAB ER, 因此 , 若 用 
ak.d RR e 的 极 小 多 项 式 的 首 项 系数 , 则 


= 由 Teo)， Ie, N Dd, 


= (| meted net I[ P E É. 
t-l k= 


i EA 
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HEP re) -0, BRL, A0, ig | A 21 A 


[TOD = [Plate al) << LCP) F maxi, jay |), 
六 是 由 引 理 7 得 和 
I< | Plays. a) | | TOP) TO) | J] ad 
5 a | N Dd 
S [Plana d| LCP TL (asa, [mex pa DD)) 
< | Play...) | + LPJ] Liy n, (8) 
如 果 Imé ze0, 则 不 妨 认 为 gP = 3, 于 是 
1 | Player yay) |2| TEGO) PEG) | i afi 
<| Play a [LIPOTI] Lag). (9) 


Hi (8) C9) Ba ek BO H 4 E aS Se EER. 
推论 1 (Liouville BHU’) Ba 是 BOBO, 2 > 1 MERN c(a) >0 
使 对 任意 有 理 数 户 /9(9>0D) 
la — p/q|> cladg *. (10) 
证 REMA Plz)=qgz- p, R5 104 


-n 
la- p/q| > PIE (a)? > gla) O tlala)”. 


Sa 
wR a2) <1, pi Zefa -过 | + halit lal AN 


一 7 | > (Lia} 2+ lal rjg, 


A | 一 一 ` 
如果 1a Ë [>L MOO ARRE HR eCa) = Lle) 1(2 + lal)", RIRE, 
证 毕 . 

推论 2 在 引 理 假定 下 ,车 P{al,…,a,) 关 0, 则 
Plasa) | N, + DON, + DHCP) YT Ca 4 Hag) SPA, 
注 2 当 s=1 肝 ,86a(=a),T(9)= Pla), FESO) WR 
|Plap | LPYP IL a) max, |e, | 1, 
Play [FLOP L(a) max, leap) L. 
因此 我 们 得 到 ; 若 aCA, PEZ EE, M P(e) =0, 8 


第 _. 节 RT ak 7e 


| Pla) | ce max(1, lal YAP py aes coy dP 


Aura - 4 eGR) E12 H a Z4). 
注 3 HED 2 AY EE RELEBA AT [102] (Ch. 6, § 1). 
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Ob KE -TR ADK EAR, r xs 蕊 六 . 即 果 存在 非 专 多 项 式 PE 
KOX eX, MP Ory ty) = 0, WR rz 在 多 上 代数 相关 ,不 热 称 
rponn, EK EARLE RR E A RK DRO SR. Hal S 
n-Lit otk r 在 KK 上 代数 相关 (代数 无 大) 称 为 .r EK 上 是 代数 的 (超越 
的 ) ,或 称 2 SEK 上 的 代数 元 (超越 后 ). 若 1.r1,… 7, [CA 在 K LICR AK, MH 
任何 子 集 也 在 K HEALE. POLE rn EA EK RRA, 4AA rı 
E K LADS GFA xz; 让 (ri) 上 也 是 超 堪 的 .如 果 玉 是 A 的 有 限 或 无 限 闻 
集 ,其 任何 有 限 子 集 者 在 K ECBO UR E EK 上 代数 无 无， 

BEL EK BR, LORS BOAR PS CSS OTD RPE, WE 
A LIEK 上 的 超越 基 压 : 

O B 是 上 的 K 上 极 大 代数 点 关子 集 ; 

Gi) BB 是 上 L 的 K 上 代数 无 关子 集 ,和 而 HH 工 是 K(B) 的 代数 扩 域 ; 

Gil) B RBRITIPTCL,L 是 KT} 的 代数 扩 域 | 中 的 极 小 集 . 

L 的 任何 两 个 不 同 的 超越 基底 都 有 相同 的 基数 . 阁 L 具有 有 限 超 越 基底 ,加 
Hoc EPR 1 宇 0 RAL 在 KK 上 的 超越 次 数 ( 或 工 在 KK 上 的 代数 维 数 ), 记 为 = 
tr degkL (或 dimgL). 蔡 KK 忆 LCM 是 二 个 域 , 则 tr degyM = tr degkL + tr deg, M 
(UBS mwa oA BR) ALK BOP RRR, SUMMER K EA 
ea aR RS 

两 个 最 重要 的 超越 扩 域 的 例子 嘴 : 

PK=QO,L=C. WIN, AA TEIES SOR PEZ|X e, X (RAL X o, 
X, DEE al ,as WE PCa an) 一 0, 则 称 ata, RAME, ERRI 
WILE. H n= 1 A,R RAPA ARA R ERRE. F, tr degF 记 
hi F(C ) 的 超越 次 数 . 

2 U BC 的 一 个 连通 并 集 , 用 表示 所 有 UU 上 半 纯 阴 数 组 成 的 集合 .对 末 
每 个 gEC, 令 它 对 应 于 -A U BCPA R AN z be ALAC OL. Bie 
CAC RAT SRRAY fy 为 fol) = 2( 4-H zE U), Fa fp lL BK =CCfy) 
(通常 岂 记 为 K=COc)). FRE en UC 是 代数 的 (超越 的 ), 如 果 /是 
L EK 上 的 代数 元 (超越 元 ) , 兴 妈 存在 {不 存在 ) 非 零 多 项 式 PECLX,X;j 使 
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Piz, p= H c€ 站 ) ,例如 指数 函数 f(z) =e" Z0, EC ) 是 超越 的 . 
我 们 可 以 类 似 屯 定义 (在 CS (z) ERE ACRE. 

MER FOC EG 的 超越 次 数 为 4 的 有 限 生 成 的 扩 域 , 堵 么 存在 复数 wo, 
coy 在 令 上 代数 无 大 ,使 下 是 望 = 名 (wl,… wo PAR A. h ECE M, fE 
复数 上 使 F=Q Cay. O°) FFA CFE Fo LX PRADA SoH Pr 
零点 .将 P' 记 作 

, O h pt (wis, ay) 
P*(X) = 2 plo ) 


去 分 母后 得 到 全 [oo] 上 的 不 可 约 多 项 式 
P(X) 一 Ds Bilas" wa) X, Pi € lwp, stg |. 
RUG WK p; RRR DR P ay og Est 


d 
P\(X) = 2 Pi ws, wy) X, Pi €E Z lays. ] 


= 


EAI CH pars aE ,那么 《是 菜 个 Z [vy ss og ] 上 最 高 项 系数 为 1 
的 d KAP ASAE , BC 是 Z| wi，… ,wj] 上 的 整 元 ,并 且 

F = (ww 0). 
PURER [w ,wj] 填 ) 整 元 可 唯一 地 写成 


d-] 
>; apit, a, ©Z,tEN, 


上 一生 ;=Ù 


并 HF 中 的 每 个 元 可 写成 
<4 Ql wg) a 
1=0 Qolar sa) >” 

其 中 QQ EZ (21,7. zy HRY =0,… ,qd ~ 1) PRA P= Q lw), 
则 F 是 及 的 纯 超越 扩张 . 

BRrE€R Cw, wo) EC .如果 对 每 个 非 零 儿 项 式 PEZ[zi,…, 2,148 
log| PCs.) |=- cot (PYLE co>0 是 一 个 常数 ,那么 称 (1，,… ,ow ) 的 
超越 型 去 r, 此 时 wi ，… ,wo 代数 无 关 , 设 域 下 =Q (ay. wg CM LAR, A 
(ey. ,og) 的 超越 型 < , 则 称 域 下 的 超越 型 所 +, 或 称 下 是 有 限 超 越 弄 的 域 . 

H d, HEN sple y) ETEEN xN 上 的 正 函 数 ,wj,…,w, 是 9 个 超 
越 数 (9 之 1). 如 果 对 于 任何 次 数 魏 4 ASH 的 非 零 多 项 式 PEZ[z),…,z,] 有 

| Plow) | pld, H}, 

那么 称 p 是 (aec) 的 一 个 代数 无 关 性 度量 . 当 9=1 时 称 o 是 w 的 超越 性 
AE 


x, Pig: E Gla. ah, 


第 一 节 超越 扩张 “ys 
m REAA, A Cay ,wo HERST, 则 expl — cot (P) } 给 出 它 的 
一 个 代数 无 关 性 度 晤 (gq = 1 时 为 超越 性 度量 ); 反 过 来 ,由 代数 无 关 性 (或 超越 性 ) 
度量 志 可 相应 得 出 其 超越 型 的 一 个 上 界 . 
引 理 11 设 g(a, 瑟 ) 是 超越 数 oo 的 一 个 代数 无 关 性 度量 ,9 之 1, 则 


pld, H) <exp{ ed - (s(8 2“) 1 poet}, (1> 
特别 , 苦 (o eso) ERE , 则 
elds H) <explerd = ((4" )- 1 log}. (2) 


其 中 Cjr EERS. 
HE FIR (ey... JERI A= max( forts, 


(9° 4) oe 
= -F 
q 


r = Dapo nadap EZ, Osa.) SH, 
ta) 
d — 
EPOS Gia EN At HasSd PEGE SEIT) = 
有 二 机 


可 — 
> (“2 T= (88 = .每 个 数组 (a6) 对 应 唯一 的 x, 并 且 
点 -日 4 
A,H Sz = AH, 
Hp At = Dai aig, Ad = Daw} we ,其 中 my 关于 ca KA, 5, KF 
ah afe 20 RAY A | + Ariat, BR x BAM AH 的 区 间 中 .到 
NEN ,并且 满足 
(H+1Y -12N< (H+I1}). 
将 上 述 区 间 N 等 分 ,因为 总 共有 (万 + 2? 个 数组 (at ), BP h AEE, A 
个 不 同 的 数组 (ao)) 和 (er )) ,由 它们 决定 的 zx 和 xz 落 在 上 述 同一 个 小 区 间 中 , F 
是 
|x -x |S JAHN < JHH +1 -D MH, 
令 hey = at) 一 agM] Pizos zo) = Dy bey ztzl £0, 即 得 
Cy) 


| Playa) |< ato! <exp(czd — (J — l}logH), 
HP r= g+ logà >0, 故 得 (2) 式 ， 
对 于 - MAW , 记 ai! ii (i=v 一 1), 并 邻 
y= 2 > 4 MÈU)» z = 24H) MA) EZ OS a) SH. 


因为 | so) | ， Meal <a, 所 以 y, < 分别 落 在 panda HRE A. Re NECN FL 
满足 
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(H+1¥?®-12N< (H4+1¥%, 
于 是 NIKIH + LY OR y,z 所 在 区 问 分 别 N 等 分 ,由 抽 届 原理 可 知 存 在 两 个 不 同 
AREH C oy Aa o ,使 它们 决定 的 (y 2 ) 和 (y ,xz ) 满 足 不 等 式 
iy yiL JAHN L HACH+ N21, 
le’ 2 [S JAHN SE RH FA 
È bor = wy = MG BH 00 并 县 
Plena = jy ew) Fie’ = 291 (i=w 1) 
ZAHIL, 
由 此 多 得 不 等 式 (1) .证 毕 . 
推论 1 Ai Cw wo A <r M] reg + 1. 
证 d 充分 大 时 对 上 出 确定 的 P(zl,…,z,) 有 


9 1 
| Playsets) |< exp{ cid 一 (5 aiken 一 1jlogH } 


q [ 
<exp| - sts 和 人 一 tiogHH | 


<= expl- c3d%logH), c3 = e3(¢) > 0, 
特别 取 A= Let] + 1 于 是 由 超越 型 的 定义 得 
- ead" <— ead”! (eg > 0). 
oq tls d ABS. EH. 


第 三 节 Siegel 引 理 


我 们 首先 研究 (有 理 ) 整 系数 齐 次 线性 方程 组 的 (有 理 ) 整 数 解 的 存在 性 问题 ， 
然后 将 它 扩充 到 代数 数 域 的 情形 .这 类 结果 通常 称 为 Siegel 引 理 , 它 们 对 于 超越 性 
证 明 至 为 重要 ,是 构造 辅助 函数 的 重要 数论 工具 . 

引 理 12 (C.L. Siegel!?"7]) 设 线性 型 

l, = > oz， 二 四 (1) 


1=1 
满足 条 人 
a, EZUS Sp, ajag), maxlay| SA, AEN, (2) 
那么 方程 组 
1 一 0， 了 二 1 四 (3) 
TEWE AAA ACB KE BRE a 满足 


5 4 Siegel 5 | - tl - 


“1 G21 Sy Ha), max| .1 < 1 + (GAIT, (4) 
证 SHEN FCDA 2H MAO, LIL, H ARS E 
Rye tg WCH +1) PACE EEE? AURA RL), (2) 0H Al 
它们 都 落 在 p EIEI, +, X,) CR? | — gAHS XS GAH (i= 1, ep)! 
中 .由 于 这 个 超 立 方 体 中 含有 (2a41 1 1)? 个 互 异 整 点 ,因此 当 HEAR St 
(2gAH +1)? < (2H + 1)° (5) 
时 ,至少 有 两 组 不 同 的 (zl1 r ay ey R A F EAA La ,上 5). 令 
Cr) 为 L FUSS pE 
凡 解 ,并 且 
[xl<2H AX<i<g). (6) 
现在 选取 2H 满足 不 等 式 


(QAN P 12H < (ohaJz5+1 (7) 
CAAIX T DOIA IE BEA 2, AA 2 BS PR 2H 存在 ) ,那么 我 们 有 
(2gAH + 1)? < (gAV OH +1)? < (2H + 139 POH + 1)" = (2H +1), 
从 而 人 5) 式 成 立 , 并 且 由 (6),(7) 式 得 (4) 式 .证 毕 . 
引 理 13 (C.L. Siegel?) ik KE Tn 次 代数 数 域 ,线性 型 (1 满足 条 


件 
a E Zk, [al KAOKS p l<j<q), AER, (8) 
那么 方程 组 (3) 存 在 一 组 非 平凡 解 {z1，……,zo ) 满 足 
pb 
zx; E Zr(l Rj g), max| Z| < y+ yA P, (9) 


其 中 常数 y RAK AR. 
WE iwepo K-ATP 


tt, 一 Ds Basen Pp E£ (lhSrjSnjlSk <a), 
FF EL ay lex 可 表示 为 
ay = D Ao. An EZ (lati plsjpeqilse sn). (10) 
kel 
BC 


“l 


点 确定 wEZTl OES 因为 


r, = A Sy (ls; <q). (1t) 
i= 


a og 
NO 4 

-X dyt T » >` D A aO 
-1 #21 ;-! 


第 -- 音 ”超越 数 与 代数 数 


q 4 my 2, ， 
一 DLL X A aBer (7 = lpn, p), 
a-i #-1 -I ř-] 
所 以 (3) 式 等 价 于 
V D(X Aint oy = =0 (<ix<pst<i<n), (12) 


aire 


之 是 一个 齐 次 线性 方程 组 ,方程 个 数 为 np ROKL In) POH 
gn ,并 苹 具 有 (有 理 ) 整 系数 > Anbu. TERMED a, ARNT 

al? = = D Ayal? (o= lyn), (13) 
其 中 ai losl, on) wi HAAT. EM 

detlo eg gen EO, 

所 以 由 (13) 人 可 解 出 

An = > Vantin (R= Usa). (14) 
由 此 及 (8) 式 得 到 

|Z Aalu] < nA 


其 中 常数 y >D 仅 与 兵 有 关 . 注 意 ap< ng, ng 之 2, 所 以 由 引 理 12 可 知 方程 组 
Ci 和 有 -一 组 非 平 凡 解 (ws <3 1S in) Er ,满足 不 等 式 


EMES ] + (nay APP, 


因为 wb eA, A LI) REN r, ty) EZ. de (1) SESE AR IE. 
|r; y max | y 


< yali + (ngy AWP), 
其 中 y; >0 为 仅 与 兵 有 关 的 常数 . 今 y= maxl 7;,ny1), 即 得 (9) 式 .证 毕 . 


Siegel 引 理 有 不 同形 式 的 变 体 , 合 站 下 列 的 
引 理 14 (Th. Schneider!) i} K E T n WIER R R ,线性 型 


L, = = Mayr, = loo, pig > np 
满足 条 件 (8) , 则 存在 非 平凡 数组 (rz n )EZ 满足 =0U<i<p) HEA 
max| zi |S 1 + (4AN, (15) 


其 中 常数 6>0 至 多 与 KK AX. 
WE iew K 的 一 组 整 基 , 王 是 (10) 式 成 立 . 因 
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L; = = Nay pt, = = Y(X As, kog (lairisip), 
ik L,- 01S p)! 等 价 于 下 列 线 件 并 次 方程 组 


DA =0 U<i<pl<e<n). (16) 
由 (14) 和 (8) 可 知 
max | Aal < dA 
其 中 常数 OPO ws KAX. 还 要 注意 g > np, RHI 12 应 用 于 线性 方程 组 
(16), 即 得 结果 ,证 毕 . 


注 1 (15) 式 的 右边 可 换 为 (f304)r 号 ( 见 ,例如 [2321). 
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对 于 任何 非 零 多 项 式 PEZ[z1, 记 ACP) =27 (Pp). 

定理 1 (K. Mahler 7) BE EEC ,那么 SEA 的 究 要 条 件 是 存在 一 个 由 不 
同 的 整 系数 多 项 式 组 成 的 盛 穷 序列 | Ptz)1r-1 及 -个 无 穷 正 数列 |o| ,其 有 
下 列 两 个 性 质 : 

(i) ca, OO ; 

Gi) O< | PED | SACP) Cn =1,2,°"). 

为 证 明 这 个 定理 , 先 给 出 几 个 辅助 引 理 ， 

5| 15 ik FÒ Tia Tn EASRA Dr Hn 个 变 元 二 的 正定 二 次 
型 , 则 存在 不 全 为 零 的 整数 r,e, rO 使 

F(x je) < nD”, 
HE oid 


F(z. "Ey, ) = DD Farce 


其 中 Fip= Fy ECx, ty) >0( 当 所 有 非 零 的 zi, rn) EZ"), FHA De = 
det Flier asw>0, 它 可 以 写成 平方 和 的 形式 ， 


F€x13°'32_) = > Lalzit, t), 
h=l 
其 中 Ltr ,Tj 的 线性 型 ， 


Li xis ,ra ) = Slate. 
下 一 人 
ye 
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一 . 一 一 人 — 一- -一 一- 一 


D, = d, d = det aan 
ELETEN D TRAH 
| 
出 Minkowski 线性 型 定理 ( 见 ,例如 ,1[271]) 可 知 好 在 非 堆 整 点 (x 让 ，… ,x ) 佑 
| Lia ye ed I<la! Un 
因而 
Fir ye eS = ade. 
引 理 16 | if 
Peri tu) = Ser + + frrn) + ap tot xh, 
其 中 fi, FER , p 是 任意 正 整 数 , 则 其 判别 式 
Fisk, Fak, Ei fag, ; 
Pye, Thk, U Sha, 


De =1+ , (1) 


„=I Isnt KAERA Sp IA ay Sa en : : 
Fae, Srk CUO Jak 
其 中 求 和 与 `y ， ` Mv>min(n, PRBS AAS). 


thi iE] 
特别 ,我 们 有 
De = 1+ © fis ( 当 p = 1), 
2a Fig, for, | 
De=1+ >) >) AA + 2 (4 p = 2). 
A leet i oh, al Sie, Jar, 


点 一 1 


| > fafa +1 fa fia an Do faa fin 
>, fazda] D fafai Y faa fan 


ah 


Ne = 


De Safa >, foha e X fh an tl 
ER k ITARA Ska): 
C Safat Du Safro 2 Saaf) FCO. 1-0), 
IBZ Dp IARA 2” 个 行列 式 之 和 ,并 上 元素 1 出 现在 这 些 行列 式 的 (KR 位 置 
FERC 
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4 ` 
my = 1+ At ` A, a, + ` Åra, tt Åens 
k-] ly ok Skye DEA TET ken 7 


其 中 对 每 个 满足 SS n WY A, 表示 行列 式 
Yoa 
Ba kyk = det{ 人 


将 此 行列 么 展开 ,可 刊 它 可 表 为 p 个 行列 式 之 和 : 
有 


Tels, tie 


A, book = 5 3 SS} ffit Thott ai Jara, 


1 


fa fake J kh, gi 所 天 
Saa, Sak O Jak, 
_ SPIES Taye, frye, ht 


h =l 


2 1 
Jat Shk Shh, - 


F 
* 
+ 


> 
l 
m 
z 
l 
= 


Faye Saya UO Sag, 
如 果 Ay hah, 中 有 两 个 相同 AB RT tS, BP a ts E H 
MAY Ts FES BEE 

| Fak, Fst, Bi Fang, l? 

fae, Jhe U has 


1 - 
PO AERE REP 


Fak, tay U Jik, 
因此 得 到 (1) 式 ,证 毕 ， 
引 理 17 设 £ 是 任意 实 或 复数 ,mEN. 令 6=8(8)=1( 当 &ER) 或 12( 当 
EEC) AEM E Cg 时 dd(8)= +o0. 如 果 
ld{e), (2) 
BAHET 120m +2)! wT 存在 一 个 多 项 式 PEZ[z] 满 足下 区 条件 
d(P)<im, Q< L(P)} <E, 
0< [PCE <n + "Dmax(tl,! El)™. 
WE Ai FOR, TÆ 82) = 1, 选取,rER 使 通 合 


s = max(l, |E w+, (3) 
1 cine 
t= sO 4 1)0m + 2)2etimax(1, gl jeri, (4) 


Fhe 
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l 
t> fm +1) Con + 2A) (5) 
考虑 直 定 二 次 型 


` mtl) 3 
FCE TI s,s Ta) = 5 (xo + zj 4- r 4 FN + xé + xt + ana + Kg 


( 亦 即 在 引 理 16 Pn =m +1, p= 13 fio =s, fa = ST E, Sim 
Shem) HEIE 16 并 注意 (3) 知 其 判别 式 满 足 
D= bt Me rt ete eee 2m max(1, | Epy?” 
Ee" Vmax(l, | Ep” + 5" Gn + 1)max(1, | €| ?2 
= SPIN in + 2)max(1,l £l yon 
由 引 理 15 HERA) ,存在 不 全 为 零 的 整数 po, pioto Pm 使 多 项 式 P(xr)= pot 
PITE + pyr” 满足 不 等 式 
P(E + pit pit + ph 
A. 2m #2 
<(m + Drm+2 nimax(l, | EI ett = — (6) 
因 p 不 全 为 等 , 故 由 从} 和 若 P(E) 关 0, 从 而 由 (6} 得 
O<1 PCE) TE Cm +1) On + 2 max(l, E rr, (7) 


O< pit pit + pt, < t*Am +1). (8) 
1H (4) EDE: Wi: 
O< | PCE) < (m+ 12" in + 2)2max(L, le, je 
< {m +D” max, Eh", 
H (R) 3 Cauchy 不 等 式 即 得 
O< LCP) = | pol to t+ |a| Sim + 1)12( pe + pt + + pt) 
22 122 
Sim + De- 7 7} = ft. 
PAH, PRA FT TBR ARE. 
现 设 EER ,于 是 8(f)=17.B ;,t 满足 条 件 
im 
s > max(1,} £1) 1, (9) 
t= slm + DCm +2) Imax(t, |e), (10) 
则 得 
t> Cm +1) Cm +2) R41, (11) 
述 考 虚 二 次 型 


— At] . aa 2 3 
Frosty tm) = Sf ryt rE tt rg | + ah t cbt + rk, 
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--- — — :7 


它 可 表示 为 
F{ rotis s Tn) =s” rgo + TÀ 十 和 二 二) 
tst rogo + rips t+ ont)? + TH + rf tot Eh, 
EPL f=a, t+ inlA. we ER) GT. 从 而 
Ag t+ wp =le”, (12) 
| Anger — Aner (Pel, (13) 


m+] ntl 
ESEG PR n= me ti, p= 2; .0= 2 Ap's fim =5 2 Ams fm=s 2 fos 
fom =s 2 P an TARASIE 
Dp = to AR t eh) tD 2 Orpa, -An (14) 
是 二 人 tec dy <b om 
由 (12),(13) 式 得 
tp = DEIS Cm + 1)max(l, | el)", 


` (AR Me, — Ay oe)? < DÈ eA < (m + 2 max(s lED, 


Derk ckm k -0k =Ù 


因此 由 {9)、(14) 式 得 
Dp + tim + 1)max(1, | El + se "td Cm + 1)2max(1, |e] 4 
LIDO + Cm +1) + Cm +1)? )max(1, | £|)?” 
S PD + 2)2max(1, | 214". 
因此 由 引 理 15, 存 在 非 零 多 项 式 Plax) = pot pir tt pa” EZI rl MERS 
式 
STL PCE) |F + pi + pit + po 


p? 
m +E’ 


Afm + 1)s*€m + 2 二 imaxt1 ， |e | jar = 
与 实数 情形 类 似 ,由 此 及 (10) 可 得 
0<1 P(E) < (m + DiCm + 2)7imax(1, | ERTS OE 
< (m+ 1)? (m + 2)2max(1, lgl ym, 
< Cin + 2)2"Danax(1, [El yagli 
0< L(P)S (m +1) Cpi + pit + ph}? 
t? 14 
< (m +1). (Se) =t, 
因此 P 也 满足 引 理 中 的 各 项 要 求 ， 
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beh EEE ten | 2)! on VAS AS Seat (5) ALIR o.. PA if S| EIRE. 
定理 工 的 证 明 先 证 充分 性 . 设 ww, P, APE RRA, BEE ZA | i2 
APR MEGA AA P(e) 40, eH $ LTE 2 及 所 设 性 质 (ii) 得 
max h, | EI PI LCE Mr (py RO < | pice (28 LP, 
于 是 
PL (P) S max{l, JE Or ny (gy Pay (pp HPP, (15) 
注意 max(1, | 6) 781 RY n FESPA CBD w, 充分 大 ) 时 
L(g) oP, AAP) 
L(P, MOD < (P yp? 
因而 出 (15) 知 当 jn 充分 大 时 
APY <2 LP)? = (A(P,))?, 
这 表明 ACP, OSH n FES K) OR AY AE. BLE EA, 
AEE H E CA RIOR La SDE BP P Ali, [A 
PEE GG) AN Gi). 
(ERR— PSF AGF AY IE EY | mi ma | FEE e DO 任意 小 .还 设 ii， 
Pott | de ~ PACH TERT A eh 
tem, +2)"* (a = 1,2,3), 
对 每 个 下 标 n ,将 引 理 17 应 用 于 数 &, 其 中 参数 m= m, t= 1, GERM ”足够 大 
rit 22> (ang +1) SU, +2)" m1), API neg 时 存在 PEZ[Tz] 具 有 下 
d(P,)sim,, O< LOPLI) E tps (16) 
O< [PCE < Ce, $2) max, | a} yard Oat DA (17) 


网 为 m, EENET ,所 以 由 (17) 得 
i. + +l-(m + 
0 < TARIE rite Cm 1}8+1-t Diax(1, le| ym, 


| tm, 
= i Ite max(i,[é[{)”, 


{H Hiya Fy * tco WH nn] Hininga 
city +1) 
一 H 


lis { alei) a 
e n, log max Ar te), 


fmax(tl, |El) = 


Mii 


DCm, +1) 
O< PAE Se Ue Ch nS ny). (18) 
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此 外 ,出 !16) 式 得 


ACP,) = ERL (PO S 2n = i, (19) 
HH a, = 14 om, log? logt, .我 们 还 定义 
or atl 
= Gn, +1) (a =m), 


“rn T HI + €)A, 
ABA FHC18) (IRIA nn A 
O< IP (EE ALP. 


nomai! 


是 必要 性 得 证 ,证 毕 . 
RET ”超越 数 的 构造 


天 番 图 带 近 论 中 的 一 些 结果 可 用 来 构造 超越 数 .1844 AE). Liouville?) :证明 
了 代数 数 有 理 逼 近 定 理 ( 即 引 理 10 推论 1) ,表明 民 数 数 不 能 被 有 理 数 很 好 地 下 
近 . 据 此 他 构造 了 第 -- 个 具体 的 超越 数 . 1874 FG. Cantor tHE -3P EAR SLY. 
所 有 上 的 复数 都 是 超越 数 . 

下 面 是 一 个 最 简单 的 超越 数 的 例子 . 


例 1 p= > : * 是 超越 数 . 


证 今 p, = 224g, = 2" (n 1), WAE 
了 一 是 


br Vl nl t,t | 
0< 8 a, 7 eu? <2 Pry tat 


— >. aint Z g". 
A ”为 任意 正 整数 , 故 由 Liouville 定理 知 BEA. 
- Ue ER, AFF FE BY AS TA RY I Ay] 


ao Pt) aTa StH a, >0, Tina, = 09, D a 是 超越 数 ,并 称 为 Liouville 数 


aE 18 所 有 的 Liouville RA MK HA AA ESE SY ER, FELL 
(Lebesque BA PNF. 


证 ”对 于 每 个 无 理 数 a€ (0, 1) 将 它 表示 为 无 穷 级 数 a = Me, 其 中 


r l 


Pal” ae 
En < 
4, | t 0 
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ET 


。 EloI ,那么 = Mead nt 是 一 个 超越 数 ( 证 明 与 例 1 类 似 ). 因 a 与 间 存 在 
ee Be A Liouville 数 的 集合 d HA ERAEN. 
一 方面 ,由 Liouville AHE LAELA AAEH Khintchine 度量 定理 ( 见 

|271 aa ARA FMA. E. 

Liouville RRR A HE E PR SE RH, f AE 1955 4E K. F. 
Roth! SUIF T E a 是 次 数 >1 的 实 代数 数 , 则 对 任何 e >0 不 等 式 
_£ —(2+e} 

?< 


只 有 有 限 多 个 解 之 EQ ,并 且 指数 2 + © 不 能 用 2 RE. 1970 年 ,W. Schmidt 将 
此 结果 扩充 到 联 立 通 近 情形 ,证 明了 ;车 n1, aa, 是 一 组 实 代数 数 ,日 1， 
a1,…,an 在 全 上 线性 无 关 , 则 对 任何 >0 不 等 式 
g aig i llag ll <1 
只 有 有 限 多 个 非 零 整 解 9, 此 处 || a | 表示 实数 a 与 距 它 最 近 的 整数 问 的 距离 .应 
用 这 些 定理 及 其 某 些 变 体 ,可 以 构造 另 一 些 超越 数 ， 
例 2 下 列 数 都 是 超越 的 : 


a Yo" 【应 用 Roth 定理 的 Ridout 推广 ,[186])， 


(ii) Mahler 十 进 小 数 0. 123456789101112…( 即 在 小 数 点 后 由 小 到 大 依次 写 
cana IBA Liouville HK. Mahler! !#?" dely 


(iii) 5 D SES nFF” „$ ler len] DE Le] , 其 中 F, 表示 第 下 个 Fibonacci 数 


( 见 [272 ] ) 
背 助 于 代数 数 的 简单 性 质 也 可 构造 超越 数 . 


例 3 设 aEA,0<|al<1, 则 y= Slat! 是 超越 数 . 
证 BEA, = y- Daa >1), 则 XEQ(a,7), 且 有 


= Yel = g” :+ of lal!) 


因此 y, 0, celal 四 ;: 为 与 m 无 关 的 正常 数 ) ,并 且 
[Ya <] yl + nmax(1 fal)" De fet 
den{ y,,) <den(y, denfe) P! << cfr", 
由 引 理 2 得 到 
loge, + allog! a 12 log| Y, |2- 2[Q (7,a):Q Jlog max(| Yal, den( y, )) 
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se 2100 Cy.a)1Q 1(n - VW) leg, 
PY BRA n! 并 令 n=, TA ogla) 20, 2 SRR y CA. 
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1 与 代数 数 及 多 项 式 有 关 的 概念 及 其 各 种 关系 式 除 § 1 中 介绍 的 外 , 进 一 - 步 
的 材料 可 在 文献 [71]、[89] 及 [218] 中 找到 .关于 绝对 对 数 高 的 详 组 论述 可 参见 
[105] .L1981 等 . 关于 Mahler 度量 的 礁 广 见 [651,[1901. 

2° 关于 Q@ 的 有 限 生成 的 扩 域 的 详细 论述 可 参见 [102]、1232] 等 文献 . 关于 有 
限 超 越 型 的 讨论 可 见 [232]. 在 [481(p.178) 中 GV.Chudnovsky 提出 下 列 两 个 问 
题 ,其 中 第 一 个 问题 已 由 下 . Amoroso t 7) eh GK AT [162] (Ch. 15)): 

(a) Re >OR EB. g 22, EA ILP BARA OE Co RRR) (在 
Lebesque 测度 意 头 下) 都 有 超越 型 <q+] tel, 

(b) 对 gq 之 1, 求 出 超 底 型 为 g +1 的 数组 (61,…,0,)E Rs. 

在 论文 [233] 中 给 出 了 一 些 经 典 的 超越 数 的 超越 型 的 七 界 . 

3 除了 超越 人 性 庶 量 和 代数 无 关 性 度量 外 ,我 们 还 考虑 线性 无 关 性 度量 . 设 局， 
是 到 + 1 PRABAG 上 线性 无 甘 , MRM ERMA Cro, eC 
gmt 0< max | ze SH 

| zobo + 710) + + tnbal = alH) = pH), 
其 中 CH) Fes FEN ETE PMB y E Oy, bons Cn 的 一 个 线性 无 关 性 度 
RPA Fr SoA 1 Cy w En = oT min ga CH) = gp(qd, 日 ) 给 出 越 超 数 o 
的 一 个 超越 性 度量 ,类 似 地 可 以 通过 各 (五 ) 给 出 几 个 超越 数 的 代数 无 关 性 度量 . 
AIR WR ma 1,021,650, BA o, (AG RR w 的 无 理性 度量 . 侣 通常 
我 们 用 无 理性 指数 作为 无 理性 的 度量 ( 见 {33]). 若 w€R 是 一 个 无 理 数 , u= 
pe TELE 


pleg 
|e q = 


仅 有 有 限 多 个 有 理解 p/g( p,qg€2 HR) RIM v 的 下 确 界 , 则 称 ulo) K o K 
无 理性 指数 .可 以 还 明 对 任何 wE R 有 jy(w) 实 2, 一 个 著名 的 例子 是 t3) = 
> 1, HEEE R. Apéry 于 1979 年 证 明 的 ( 见 [12] ,还 可 见 155] 和 fT179]) ,并 
HA 


Alog(] +/f/7)4+3 
(E(3)} + = 13.4178202, 
“Kg Alog(1 +/2}-3 202 
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M，Hata- 昌 于 1990 年 将 它 改 进 为 
w€0(3)) < 8. 83028370, 
2000 Efe SQ id — Ae KE MGEN 
Glogeg + do _ 


eC EQ ait Glogco 2 do 一 7.377956… ， 


其 中 
cy = (352 + 133V7)A, 


dy = 26 + x{/3 - cot F - cot 4r) 


( 见 [94]) .迄今 最 好 的 结果 是 G. Rhin AIC. Viola’! 2001 年 得 到 的 ,他 们 证 明 
r 

uL ELG) < 5.513891. 
(ERM CQA+ DAP DR TRH ESM ARR. 

4° Siegel FEET EEA, FAT #4532 BB BO PR. M. Waldschmidt HR T 
构造 辅助 图 数 的 解析 方法 ,指出 了 它们 在 经 典 超越 方法 中 的 作用 (还 可 参见 
[241 月 . 

5° 关于 数 的 超越 性 的 充 要 条 件 , 除 $4 中 给 出 的 Mahler 的 纺 果 外 , 偿 可 见 A. 
O. Gellond 给 出 的 另 -- 个 充 要 和 条件. 一 个 值得 考虑 的 问题 足 将 它们 扩充 到 多 变 
元 情形 , 即 给 出 数 的 代数 无 关 性 的 充 要 条 件 . 

6 XT Liouville 代数 数 有 理 通 近 和 定理 及 其 改进 的 历史 资料 可 参见 [73 或 
[271] 等 文献 . $5 中 介绍 的 方法 以 及 其 他 一 些 方法 (如 Padé 逼近 , 连 分 数 等 ) , 通 
称 为 超越 数论 的 逼近 方法 . 关于 它 的 全 面 论 述 可 见 [73] ,还 可 参见 [238,270 |. 4 
别 ,一 些 超 越 数 ( 及 代数 无 关 数 组 ) 吕 通过 革 些 戎 级 数 给 出 的 ,对 此 可 参见 [52 ,164， 
265,2066] 等 . 

T 近 十 余年 来 ,有 限 特 征 域 中 的 超越 性 理论 发 展 颇 快 ,对 此 可 见 [80 ,92,258 | 
等 ， 

8 本 书 没 有 系统 给 出 超越 数论 的 发 展 史 ,对 此 可 参见 文献 L248]. 


第 二 章 Gelfond-Schneider 定理 


本 意 证 要 讲述 Gelfond 方法 和 Schneider 方法 ,应 用 它们 解决 Hilbert 第 七 问题 
和 六 指数 问题 ， 


第 一 节 Hilbert 第 七 问题 


1900 年 ,D，Hilbert 在 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 提出 著名 的 23 个 数学 问题 ， 
这 些 问 题 对 20 世纪 的 数学 发 展 起 了 重 坚 作用 .他 的 第 七 问题 是 关于 某 些 数 的 无 理 
性 和 超越 性 ,并 提出 一 些 上 其 体 的 例子 ,如 2 ,er 等 是 否 是 超越 数 ” 这 些 例 子 可 以 归 
结 到 这 样 一 个 问题 :如果 a 是 代数 数 ,a 汉 0,1,8 是 一 个 无 理 的 代数 数 ,那么 a 是 
TERIO 这 就 是 著名 的 Hilbert 第 七 问题 , 当时 Hilbert 认为 解决 这 个 问题 是 
相当 困难 的 ,需要 有 新 的 思想 和 力 法 , 解 世 它 很 可 能 在 解 快 Ricmann 猜想 和 Fer- 
mit 问题 之 后 .但 实际 上 ,第 七 问题 的 解决 恰 扎 Hilbert 的 猜测 相反 , 是 在 解决 
Riemam 猜想 和 Fermat 问题 之 前 , 它 补 彻底 解决 了 .首先 是 1929 年 A. 0O. Gel- 
fond’?! HEA RUSE a 是 代数 数 ,s 夭 0,1,8 是 虚 二 次 无 理 数 ,那么 of 是 超越 数 ， 
BAN c= (— 1 是 超越 数 . 1930 ER. O. Kumna] 是 实 二 次 无 理 数 的 
情形 ,从 而 证 明了 2 是 超越 数 . 1934 4E, A. O. Gelfond!®?83]41 Th. Schneider! !%! 
独立 地 完全 解 次 了 Hilbert 第 -七 问题 . 

下 面 我 们 给 出 Hilbert 第 七 问题 的 一 些 等 价 命题 ; 

1° 如果 a, BEA aloga #0, 8 ECG MA a? 是 超越 数 ， 

2° 如果 @ 8, YEA ,aplogg-40, y= joes ,那么 YEQ. 

3 如 采 a, PCA, c8F0, loga M logy 在 和 上 线性 无 关 , 那 么 loga 和 log TEA 
上 也 线性 泌 关 . 

我 们 首先 证 明 1" 和 是 等 价 的 , 先 由 3" 推出 1 成 立 , 我 们 浊 of = ,如果 y 是 
代数 数 , 则 Sloge — logy =0, H 3°% , loga A logy 在 和 上 应 是 线性 相关 ,8 一定 让 
有 娃 数 ,这 与 假定 予 盾 , 故 y 是 超越 数 . 现在 由 上 推 则 3 了, 设 PCA, o8 40, H E 
loga 和 log EQ FRIEL, S b = LE , 则 b6€Q SFA b EMRA, SM 1 
Al eo? ERR G 8 ERASOTA, TIE logo Al logS TEA LEBERE. 

aR ,由 全 让 推出 天 ,由 了 可 推 册子 .这 样 我 们 就 完成 了 三 个 命题 的 等 价 性 证 


第 二 E Geliond- Schneider 定理 


HA. 
AS FLEES Gelfond 和 Schneider Atare 3° A WEN). AY BE 1°, 2°, DURA KH 


Gelfond-Schneider 定理 ， 

定理 ] (Gelfond-Schneider 定理 ,[83,193j) Ba, 和 as RIES ARR, im. 
A logaj 和 loga: 在 岛 .上 线性 无 关 , 那 么 loga; 和 loge, 在 上 了 上 也 线性 无 关 . 

在 证 明定 理 1 之 前 ,我 们 需要 下 面 几 个 引 理 , 引 理工 称 为 Schwarz 引 理 , Cl 
Jensen 公式 有 密切 的 联系 . 

S1 WR>r>0, RIES RM F(z) 在 i1z|<< 民 于 解析 ,用 n (0,7) 
不 f(x MEL zl Sr 内 零点 的 个 数 ( 计 及 重 数 ) ,那么 有 


R? =- r? 
pg| fl, <logl fIr ~ n0, r)log SE, (1) 


这 里 | fla = sup | f(z) 
证 Rv (Or). i, E Bf Eler sr 中 的 全 部 零点 {包括 重 


点 ), 令 


file) = ped TT ge 35. 


则 f(z Ele ISR DERE 21<R AR KR <b Ale, 
另 一 方面 ， 


A. 
BRIR- &)) ! 


he 
及 

. ies zÉ, R? -r° 

lel $) = 2Rr 
所 以 

ile<lfle 和 lAl > Ae 

于 是 有 

< Ifl p nts) . 
引 理 证 毕 ， 


下 面 经 常用 到 R>2r 的 情形 ,于 是 有 下 列 引 理 . 
引 理 2 当 尺 >2y 时 ,有 


lgl fl, < logl fle ~ np(O.rdlog È. (2) 
HHS B pro, p €Q Wc? Me=4C 天 代数 无 关 . 没 a0, eet EC 
ERRAR. 
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证 设 Plr,y) = SS >) pziy 为 C[r,y] 上 任意 非 零 多 项 式 ,考虑 
1: oh -0 


P(e ,er ) 一 S SI p eT (3) 
r- 0 ai 
由 于 BES Pr i+ HAI OBS 
Pick ,es) = SS oef (4) 


Bie ASi tjp, =l oo, mt Dat de H py. 
我 们 对 上 用 妇 纳 法 来 证 明 {4) 式 不 为 零 . 4151 M U BRAWECH cA 
0). Miss c= 5 一 1,(4) 式 不 为 等 , 要 证 对 7= 8,(4) 式 也 不 为 零 .由 于 cc,… ,ec, 不 
全 为 零 ,不 妨 设 AR oye, .1 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 理 则 ,对 此 情形 (4) 式 
SER AS) ,做 下 面 运算 
fle P(e e*)) = 


ABR, (SRA AS, Pee) 40, FRIEAT A A AC 上 代数 无 
É. 
同样 方法 加 证 明 ,ee 在 已 工 代 数 无 关 . 考虑 


ith 1 

4 © 

P(z,e"™)= > 2 pze” 
i= -Ù 


3 


cB — peA hs (5) 


= J Plz)”, (6) 
了 一 站 


RE Pe) = > pij = Oe 并 下 多 项 武 组 Pye) j= 0,02) RAW. 
同样 对 + 用 归纳 法 ,如 果 Pu(z)==0, 当 ;= 工 ,显然 (6) 式 不 为 零 . 假定 对 ;二 并 
(6) 式 不 为 零 ,不 妨 设 P,(z) 关 0( 当然 PC(z),…, 忆 1(z) 中 至 少 有 一 个 不 为 堆 ， 
否则 ,对 = 情形 ,已 证 明 (6) 式 不 为 替 ) 和 degP, (x) = y ,做 下 而 运算 


rtl n-] p 
LT (P(r, e") = Y Ql), (7) 
1=0 


dz"! 
其 中 Qifz) 为 多 项 式 , 并 且 不 全 为 零 .由 归纳 假设 ,(7) 式 不 为 零 , 从 而 已 (z ,es ) 子 
0. 引 理 证 毕 ， 


第 二 节 Gelfond 解法 


HRH. iZ loge, Bl loge, EA 上 线性 相关 ,由 有 
Plogal = logan, BE A. (1) 


- 26 - AE Gelfond-Schneider a! # 


it = TE (eap 8) 1,1 N PPA ARR EM I a gR 
L= Ni, T=N*®, FEN, 
我 们 的 证 明 分 为 下面 三 个 步骤 . 
第 -- 步 ,构造 加 助 名 项 式 


Pir, y) = X So paraa, (2) 
入 此 定义 一 个 消 数 a 
F(z) = Plaja) = > Spade at, (3) 
F(z) = ap) pA AMAL + AB a? ay", (4) 
WAT | 
Et) = (logar)'F,(z), (5) 


Ay Pe FB sh (2), SER HE WB 
Pirs yp E Zia], Piz, y) 40, 


max, panadis, (6) 
和 对 满足 OS < T, OSA <H BREER, h 有 
F,(h} = 0, (7) 
Py RSE CL + 1)? 个 术 知 数 p(X1,42) 的 齐 次 线性 方程 组 
X > : Dy ph de a, + Aapa as = = (), 
i= oe T-1l:k = 0,. - I, (8) 


BIRF Cden(p))? naD ta 81-1 ER HE 
组 ,其 系数 为 K = 人 (alyaa,B) 中 的 代数 整数 ,这些 系数 的 尺度 
S L(G + 站 den(8)7 (ed den(a,) fed den( a2)) 
ETT HS NIN AN NY, (9) 
这 里 N 完 分 大 ,而 c1,cz 是 只 依赖 于 aa, p BERSO 在 这 组 方程 中 .未知数 的 


TREC +1)? ,方程 的 个 数 为 TH, 4 N 充分 大 时 ， 
DTH = DN’ < NË < (L +1), 
由 引 理 1.14, 存 在 一 -组 不 全 为 零 的 有 理 整 数 pf ADE 


| gN°\(L +1)" -DIH 
max pay. Ad) |< 2C8CL + LYNDON ) ， 
1 ”2 
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HY! 6 >0 是 常数 ,对 充分 大 的 NN 有 
BCL IPN S NONY NON 
DTH — 
(L +1)? - DTH = NS- DN 
于 是 


(Ë 
max | p(ay,A2) |< ț e” ， 
TRE A ag L 


这 样 证 明了 辅助 名 项 式 (2) 存 在 ,并 满足 (6) 式 和 (7) 式 . 
第 二 步 ,我 们 证 明 对 任意 整数 MSN ,对 满足 OS M’ H A< M WRA 
WN: h A 
Fh) = 0. (10) 
对 M 用 归纳 法 , 当 M = N 时 ,由 (7) 式 知 (10) 式 成 立 . BR RO A Os < 
ME OSAL M RS tishi WE OMe, < (M+ 1° MOSAM +LK 
正 整 数 ,由 Cauchy ARA 


| F, (hi) | = C FFC) 


< (oga) 3 f rl 


E _, 
| -h| =1 (g 一 hi)” 
< | loga, | “4! [Elp s- 


由 引 理 2, 令 尽 = AM3,r=M+2( 显然 尺 >2r), 由 归纳 假设 有 ne (0,r) 2M, FE 
有 


AA 
log! Fly, << log! F Ig ~ M log 5M £3) 


和 之 
<log((L + 1)%e% ef ) -Mriog 全 


S loge 一 M iiog M, 

这 里 cs 和 ca( 以 及 后 面 出 现 的 cs,c6,…) 是 内 依赖 于 aa, p 的 正常 数 ,同时 我 
们 设 定 M 足够 大 ,于 是 

log] R (ad |<- tilogcs + log(t,!) + M’loges 一 Mog ME 


<- M'logM, (11) 
这 里 同样 N ALM abe ae. 
男 一 方面 ,FF (h RA den( 2) (den( a; )den(a2)) “ZG ETRE, 


同时 den( 8)'\(den(a,}den(ar))i<e" ,于 是 有 


H-E Gelfond-Schneider 定理 


. aH a 
-— 5 x8 we 
Fale (CL + pe Bris ce, 
den(F, (hi) Se". 


AGES | FE !.2, 如 果 F, (3) 闫 0, 且 是 代数 数 , 则 有 


>- (2D 一 1)IogeMt ， 
当 六 很 大 ,同时 M 也 很 大 时 ,此 式 与 (11) 式 巴 盾 ,因此 对 所 有 满足 0&1 之 (M+ 
1)° MOA, M+ 的 整数 1 和 上 都 有 
F, (hy) = Q, 
第 二 步 ,由 第 二 步 可 以 得 出 对 一 切 正 整数 1, 都 有 
dF (2)| _0 
dx fxg ' 
所 以 
上 L 
Fiz) = 0, BES 27 PA Ap )e hee tiea): = 9), 
A, -0 da — 


由 引 理 了 知 , 当 Jogal 和 ioga; 在 人 上 线性 无 关 时 , 则 有 ett i HEC EA 
数 无 关 , 这 与 上 面 F(z)==0 相 矛 慎 , 从 而 推出 8 不 是 代数 数 ,loge; Fl loga: TEA E 
代数 无 关 , 定 理 1 HEHE, 


第 三 节 Schneider 解法 


同样 用 反 证 法 , 设 


_ loge 
p= Bea, a) 


i D=(Qle1,e2,2):0 |], E FaH 
Li 一 NE L- = N?, H 一 ND, 


NN 为 元 分 大 的 自然 数 . 同样 分 三 个 步 又 证 明定 理 1. 
第 一 步 ,构造 辅 肋 雪 项 式 , 设 多 项 式 


Li L, 
Pla,y) = >) > banigi, (2) 
350 


k 二 各 a 


Li Ly 
Fig) = `“ Dy POL AZ a, (3) 
Ah 


a, -U 
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G(r 


下 而 证 明 ,存在 不 全 为 零 的 有 理 整数 p (4,422) (OSA SL, 0S AIL) ,使 得 


max EUREDET (4) 
wa SL 
osa iL 
HEARE Oho, A l «H 的 所 有 整数 hig 和 hi l: FERE 
Fihi + hoB) 一 ü., (5) 


(5) 式 表明 (4 + (Lat 1) 个 未 知 数 p(X ,42) 满 足 H? 个 线性 方程 组 


3 Boo Aall Aj 十 hoB) oY ahi po2ho 一 - 


4, =U 


“O<ho < HiO<hy < H), (6) 
将 (6)} 式 乘 以 den(B)(denfei)den(az)), 得 到 一 个 新 的 方程 组 ,它们 的 系数 为 
PORWR JE AOD RU ROA ch ho ,这 里 的 c, o (ARFER c, 
ca,…) 是 只 依赖 于 ai ,aa ,8 的 正常 数 , 当 N 充分 大 时 ,上 式 扫 NEN ,由 于 (上 ;+1) 
{L+ > DF, 应 用 引 理 1.14, 存 在 一 组 不 全 为 零 的 有 理 整 数 plii A), 
E 


7 
max [PALAD LEL, + 1)(Ly + 1) NOM PED DE 


Oe. 2A SE, 
这 里 3>0 0 为 党 数 , 当 N 充分 大 时 有 
(Li +1)(L + DA KN, 
_ DH? 
CL, Da appr SN’ 
Ath #7 


_ S 
max | p(A1sh2) 20N™ )N í L, 


ÜA AEL, 
Gea SL, 


即 (4) 式 成 站 ,于 是 完成 了 辅助 多 项 式 的 构造 . 
第 二 步 , 我 们 将 证 明 ,对 每 一 整数 MEN, ANARE 

O<hy, hy <M 

的 整数 ho MA, 都 有 
F(A, + hof) = 0 (7) 

和 

log] Flys <- M", (8) 
AM 用 归纳 法 , 当 M= N 时 ,由 第 一 步 知 (7) 式 成 立 .下 面 证 明 (8}) 式 成 立 .由 引 理 
2,0 R=M’ sr=AMo .显然 R>2r, 由 (3) 式 和 (4) 式 ， 
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tt 


art 
Fig E (La HIX La + De Rec Se ， 
MH 
nrt0,r dle Z> mp(0,r lo M’ 
F Te F E 344° 
== M™log M, 
于 是 得 到 


log | Fiy S M loge, — M"log $ <- M", 


HEBREERA ASRA OS ho A EMI 成 立 , 下 面 证 明 对 满足 ShM 
+1) FOSA LLM + 1Y 的 任意 整数 Ay hh, 也 成 立 ., 由 雪 纳 假设 及 最 大 模 原理 
BY AUR y= FCA, + hy BRE 

lyice™, (9) 
种 
den( 7)< den( B)§1(den( a, den(a,)) 2 M+) 


9 


<e”. (10) 
男 一 方面 ,由 y 的 表达 式 有 
E Li + DOL + De Hb el bi 
<", 
由 此 式 及 (9)7 和 (10) ， te 7 天 0 ,由 引 理 1.2 有 
log(e ~ > log | yl>-(p- L)log(e” ‘) 一 Dlog(e } 
- 0D- DM, 
对 充分 大 的 NEM AAAA .上 而 不 等 式 不 可 能 成 立 .从 而 得 出 Y= 二 0, 即 对 上 述 
ho, 玉 1 ,7) 式 上 成立, 上 青 按 着 前 面 的 证 明 , 可 推出 {8) 式 对 它们 也 成 立 . 
第 三 步 ,对 充分 大 的 MMM,(8) 式 都 成 并 ,从 而 得 出 F(z) 二 0. 叉 根 据 引 理 3,。 和 
aitai 天 0,1) 在 CC 上 代数 无 关 , 所 以 F(z) 寺 0, 这 不 可 能 ,从 而 证 有 明了 8 是 超越 数 . 


第 四 节 ”六 指数 定理 


Boric cg My. WERN, FARANE LRA. R A: 
如 果 id >i +d ERA id AR EPOS Kd GNR ARR, A 
为 在 满足 条 件 id >i +d 时 ,! 和 a 的 最 小 值 为 =2,4 =3, 此 时 ,14 =6, 所 以 将 上 


第 四 节 ”六 指数 定理 H: 


-—— _ ——  - 一 -一 一 - --- 一 - 


述 猜 想 称 做 六 指数 问题 . 1966 年 ,S. Langl PHA K., Ramachandra-l82] 独 立地 解决 了 
这 个 问题 . 

定理 2 (六 指数 定理 ,[101,182]) T zira, r AI yny THRO LAX 
大 的 复数 , 则 六 个 数 em(1 坟 i 二 3;1 信 7 态 2) 中 至 少 有 一 个 是 超越 数 . 

证 我 们 仍 用 Gelfond-Schneider WHE. He (173; [所 7 之 2) 痢 是 代数 
MHK 沁 它 们 在 上 所 生成 的 代数 数 域 , 记 d=[K: 肌 ], 令 KEN,L={K* 1. 
证 用 分 下 面 二 步 ， 

1 首先 证 明 人 存在 不 全 为 零 的 有 二 整数 pAn A D (ORAL 2 = 1,2,3) 38 


Fl 


AE 
LK 

a De | PA Ar aad S ef 5 
FE 18 pa RR 

= L L | 

f(z) = 之 >, Dy PAL A2 A3 Je trt AT ttgr) 

A a,-0 A50 

满足 


fly) = Fiat hy) =0 ASS kK), (1) 
上 面 < 以 以 及 下 面 的 cx ,cz 是 只 与 六 有 关 的 正常 数 .事实 上 ,(1) 式 即 为 
L L L 
` > ST play „Àa Aa je n ar otay) 0 


(1 ,DK), 
未 知 数 pA, ,42,43) 的 个 数 为 g = ( 工 十 132, 而 方程 的 个 数 为 p = KERRU 


LK 可 使 方程 的 系数 为 K 中 代数 整数 , 记 为 a(Ag,42,d3), FAA 


max | alAl, A2, A3) < cat 


DSA Ay AEL 
当 KIRK, S128 1.14, EAA BEM pOL Ad, ag ECL) 
AD ,并 满足 
| p(Ay,do.A3) |< AK ` (2) 


DAAA 144° ea 
2 下 面 证 明 , 如 采 对 mK, a 1S, im Ro WEF I<, 
fom + 1th. > 


y= a AN, wanes + laya +i ecam, 


HRI, A O Elz Sr 中 零点 的 个 数 不 少 于 zm2， 因此 和 由 引 理 1LRR=m* A 
lf lpm (L + DH cK Tae, 
log | fF 1,55 Lm Boge. 一 pt2logcyzzz 1 


S- cym lgm. (3) 
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KBR, fly; + Layo) Fé d 次 代数 数 , 记 = fllini 4 baya), WAT 
Pal = | f yi + dyad CL + 1p chk Gort? 
dena) <= yn 
由 引 理 1.2 知 , 如 果 a AO, WA 
log | a l=- {d - Diogl al- dlog(den{a)) 
> cum. (4) 
居然 (4) 式 与 (3) 式 矛盾 ,所 以 
Fily + dove) = 0, So h, m + 1). 
3° A PAZA ERE AR h WA Fp ye t hy) <0, AmE f(z) 
=0. HÆF pA An AD FEARS, 21.22.73 在 全 上 线性 无 关 , 所 以 不 可 能 
FE 因此 eoflsis3i1 过 /过 2) 不 可 能 都 是 代数 数 ,定理 证 毕 . 
注 1 我 们 定义 集合 


_ lloga 
S1= {tlt€ER,2 EN|= | 


和 


aecN,a >t}, 


S = 和 ER2EN 有 HENT 

S= H ILER, Z, 3, SEN]. 
WARAN 全 SS 二 531, 并 且 六 指数 定理 理 含 S: =NN .但 我 们 至 今 还 不 知道 
Ef S =N( 亦 即 S: 中 是 否 有 无理 数 }? 对 此 可 参见 12491]. 


Snap ”补充 与 评 ; 


1 文献 [232 |] 对 于 Gelfond 方法 和 Schneider 方法 作 了 谋 人 的 阅 述 和 比较 . 文 
献 [72 |] 较 完 整地 给 出 Geliond 方法 的 经 典 结 果 . 

2° 1991 Ẹ M. Laurent! "801g i 本 一 个 称 为 “ 播 值 行列 式 " 的 超越 性 证 明 的 
新 技术 ,应 用 它 可 以 证 明定 理 1, 还 可 以 用 来 证 明代 数 数 对 数 线性 型 的 下 界 估 计 和 
给 出 著名 的 代数 数 有 理 明 近 的 Roth 定理 一 个 新 证 明 . 对 此 还 可 见 [244]. 

3 对 Gelfond 方法 稍 加 变 亿 可 以 得 到 Hilbert 第 七 问题 的 一 些 定量 结果 , 如 
oP CRE EE E BEEE, WAT AE BP HE T H 
Gelfond 方 法 被 称 为 Gelfond 第 二 方法 ,可 参见 [50,72]. 

1935 年 ,A.O 〇 .Getfond'*! 首 先 证 明了 :车 a, REA ,a 关 0,1,8 EQ , 则 对 任何 
e 2 人 0, 闻 在 可 计算 常数 Hy = Ho(a,B,a,e) ,使 对 任何 EEA degl yd,H(E)= 
H>H 6 


第 于 三 HESE BE 


af- el > eat 


1949 年 ,他 将 此 结果 改进 为 
| P(a®)| > exp| — Te toe (d + logH )log***(d + logH) \, 


其 中 PE Zi clJER BRS OR HERRERA t PE tologa, h, 
e)(EERG6]). 1972 年 ,P.L.Cisowl50 给 出 上 述 结 果 一 个 较 篇 单 的 证 明 . 1974 年 ， 
G.V. Chudnovsky “lE Mi of 有 超越 性 度量 
pld, H) = expl- cyd*logH(1 + logd) “(Iog logHd)*), 

其 中 常数 c = c (loga, 8) >0. 1978 年 ,M. Waldschmidt”? 6 E Rae REGEX 

pld, H) = exp(~ cod logd + logH) Cogd + log logH){1 + logd)~*), 
其 中 常数 co = co (loge, 8) >0. 特 别 可 知 , ef RMB, 

4° 四 指数 猜想 : 设 Xj Tə 及 Va Vo 是 两 组 复数 ,分 曾 及 线性 无 关 , 则 exp( ziy,) 
《i,j 三 1,2) 中 至 少 有 一 个 超越 数 . 这 个 猜想 中 的 条 件 比 六 指数 问题 的 条 件 稍 纶 , 它 
等 价 于 Schneider 第 一 问题 ( 见 [197]). 特别, 车 此 猜想 正确 , 则 吕 推 中; 如果 是非 
零 代 数 数 的 对 数 并 甩 A ER ,那么 e”"' 是 超越 数 . 关于 这 个 猜想 的 深入 讨论 ,可 见 
[249], 

5° 1933 年 ,D.H. Lehmert':5j 提 出 下 列 问题 ;对 任意 给 定 的 。>0, 是 否 存 在 代 
PON a ,使 得 1< M(a}<1+e? 此 问题 至 今 未 解决 ,应 用 Schneider 方法 可 以 得 
到 一 些 阶段 性 结果 ,更 进一步 的 问题 是 :对 于 任意 次 数 科 d 的 非 零 代 数 数 af 但 不 
是 单位 根 ) ,是 否 存在 绝对 常数 co>0 使 得 dhla) 2e? 关于 这 些 问 题 的 较 详 细 的 
综述 及 有 关 结 果 的 证 朋 , 可 见 [59,228,234,249]. 

6 另 一 个 著名 的 问题 是 :Euler 常数 y = lien | > 到 ~ loge) 的 超越 性 (或 元 


FETE) ,对 此 效 今 毫 无 进展 .我 们 可 以 在 [33](p.,336) 中 我 到 一 些 有 趣 的 信息 ， 

T K. Mahler 首先 研究 了 p-adic 超越 数 . 特别 ,在 20 志 纪 30 年 代 ， 
K. Mahler! PHA G. Veldkamp?! 分别 基于 Getfond 和 Schneider 的 方法 给 出 Gel- 
fond-Schneider 定理 的 p-adic 类 和 伺 . 对 此 还 可 网 [ 1]. 


第 三 章 ” 橱 圆 函数 的 超越 性 质 


本 章 的 目的 是 赋 究 一 类 重要 的 周期 啊 数 即 某 些 椭圆 函数 的 超越 性 质 ,主要 内 
容 是 应 用 第 二 章 中 给 出 的 Schneider 超越 方法 建立 Weierstrass #5 BI ARE (z ) AE 
的 超越 性 ,并 讨论 与 覃 罗 模 困 数 有 关 的 一 些 超越 性 问题 ,其 中 包括 对 最 近 Yu. V. 
Nesterenko 关于 n,e 和 TC(144) 代 数 无 关 性 的 重要 结果 的 介绍 . 


第 一 节 Schneider 基本 定理 


Th. Schneider 用 来 解决 Hilbert 第 七 问题 的 方法 还 可 用 来 研究 其 他 一 些 范 数 
类 的 超越 性 质 . 
MERKA f(x) 满足 不 等 式 


| log log | fle _ 
lmsup logR = p< oO, 


其 中 | fl p= max! f(z2)|, BAR f(A RP BRM, BERTH o. 如果 f(r) 


| zl 
Al g(z) 都 是 有 限 阶 整 前 数 , 则 称 K( =) = LE i OTE CC, ICON fle) 
和 gt x) 的 阶 中 的 最 大 者 . 

Th. Schneider 给 出 了 下 列 基 本 结果 ， 

EH 1 (Th. Schneider! 9697) 设 A(z) 户 (z) 是 阶 不 超过 p 的 整 或 半 纯 
PH ze CCURBAR 及 和 记 的 极点 .还 设 所 有 的 数 A(z), 
A(z), Gale msc =0,1,…) 都 属于 某 个 s 次 代数 数 域 扩 ,并 且 存 在 常数 
7 之 0 以 及 与 5 无关 的 正 整 数 a, ,bj 使 当 4 二 1,2;j=1,…,mir 一 0,1,… 时 有 


aA (a) © Zk, (1) 
A(z) |S Oe + 1). (2) 
如 果 
1 
m > 2p +1)(s2741)- 945], (3) 


ABA fA CFEC EV ARBAB. 
(ESTER AT FO RARE TT RRB AZ) ,而 要 
求 f 和 fo FRR. 
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定理 2 (Th. Schneider !97)) 设 用 (zx) 和 所 (xz) 是 阶 不 超过 4p 的 整 或 半 纯 
因数 ,并 了 对 每 个 4=1,2, 太 (1 分 别 满足 一 个 下 列 形 式 的 代数 微分 方程 


Hg 


yi? — Ded, an O ae ae ae (4) 


50 y 


其 中 d, EA HE k =k n = Ay ody ony, = dy... ,以 均 与 4 ARAF G 
去 相应 下 标 A) BBE zy rta CCEA JH A 及 它 在 (4) 式 右边 出 现 的 各 阶 导 
PARE 2G = 1 ,22) 上 的 值 和 (4) 式 中 的 诺 系 数 纪 .iiCA=1;2) 均 属于 其 个 ， 
次 代数 数 域 K. Bn FR 


m > (2p | D(3; -5b (5) 


那么 ADH fotz) 代 数 相关 . 
EM 2 可 以 作为 定理 1 的 推论 而 得 出 ,因为 容易 验证 算术 条 件 (1)、{2) (其 中 
n= DEER 2 的 假 没 下 是 成 立 的 (细节 参见 站 .97]). 
定理 1 的 证 明 分 为 二 步 { 细 节 吕 见 [1971]). 
1 PAE A By PAK. HE :EN , 令 
r= r = [V 2smi}, 
应 用 Siegel 引 理 ( 引 理 1 .14) 可 知 存在 多 项 式 
D) = 2) = $) D Os) p(s) 
具有 下 列 性 质 : 系 数 Chi, CEARENS ME 
LC) < ed) Cy = 0er = Os sro), 
其 中 c>0 是 与 上 无 关 的 常数 ,并 且 BDE 2,2, Ar WEA; 
B(x) =0 (j= lpv,mir =O, 2-1). 
2 证 明 上 面 构造 的 多 (xz) 具有 下 述 性 质 , 如 果 对 某 个 充分 夫 的 1 有 
PCr) =O {j = lle mir = 0e,- 1), 
那么 每 个 点 z1,… tm 均 是 (zz) 的 7+1 阶 零点 ， 
为 此 可 设 1 衬 t, 且 用 反 证 法 , 设 {例如 ) 多 和 (zj) 隆 0. 由 引 理 1.2 可 得 
LPO Ce [re hp Ven! (6) 


其 中 常数 cz > 0,081 与 1 无关 .借助 于 OO (2 HSA BAY ! 足够 大 
时 


IB (Cz) <A (347 ‘om JE, 
Fa Be cg > 与 + ER. RGO) (ALL RBA FR. 
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3 由 之 的 结 来 可 扒 若 存在 io& N AE PARK DC r) = D C2 HE zp zy AA 
FAST AR EPR (xz) 的 分 母 是 整 函 数 gy(z)( 当 A ERA, 2 == 1) 7 
BGC 2) = glr) g(r) IRS PARK O 2) G2) BER zf AARAM RBS 
数 , 所 以 它 在 zi 的 某 个 邻 域 中 按 (z - 21) AYER RE BP AAA HE 
NER 名 (zj)G(z) 寺 0( 所 有 EC). & Glre)=1, W OC o= RA EC) A 
CCz) 天 1, 则 外 (=) 的 所 有 极点 都 是 可 去 奇 点 ,从 而 也 有 DP r= A EC). TFE 


YOGLAR) =O (t= lo), 
Hahi 


内 Ci 不 全 为 零 , 故 fis fo (BOHR. EEF BE. 

A ‘th. Schneider 以 后 ,大 们 区 证 明了 几 个 与 定理 2 类 似 的 结果 ,在 现 有 的 应 
用 中 它们 其 有 相同 的 荔 获 .下 面 我 们 给 出 其 中 的 一 个 ,在 文献 中 它 有 时 称 为 
Schneider-Lang MEMI. 

设 天 是 -个 代数 数 域 ,天 | Xi Xa ] 是 K ERIN X, 的 多 项 式 环 . 
还 设 用 (x),…, f(x) 是 一 组 半 纯 函 数 ,== MET SE KA fal, 
DEKLA fa] MUR K 让,…, 所] 在 微分 运算 下 是 闭 的 . 

定理 3 (SchneiderLang 准则 ,[101,107j) 设 于 是 一 个 * 次 代数 数 域 , 了， 
,起 阶 不 超过 p 的 整 或 半 纯 函数 . 还 设 域 KA AE K ERB S 
2, FHI 天 [ 方 ,所 | 在 微分 运算 下 是 闭 的 .如 果 zeen ECHR, HEA 

Jia EK C= 1,237 = 1,.,n), 
sz m20(5s 一 1}. 
为 征明 这 个 定理 , 先 给 出 一 些 辅 助 引 理 . 
对 于 两 个 区 变 元 复 系数 形式 霸 级 数 
= PUK = Da Xp Xs 


Q = Q(X e, X) = > Bay Xpo ， 
fa) 
如 杂 对 每 个 (2)= (i,…,i,) 有 


MBAR Q JEP 的 强 函 数 ,并 记 作 P<. RE WE PRUE 
引 理 1 (a) 如果 P)<Q,.P2<Q2, ABA PI + P2<Q,+ Qa, PiP a Qha. 


(b) 如 果 P<Q, 那 入 < £8 Gsl vn), 
(Cc) # PEC X,- ow P<H(CP)(X, +--+ X,)', HY + 


= dg ( P). 
1 1 
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点 , 旦 PoeKO=1 e,n) WEEER y> fon o 有关) 其 有 下 列 性 
We HE PE K(X.) X, ,deg(P) 过 dd F(z) =P (2) a f(z)), 则 对 所 有 


kE NA 
| DFlo) <P, (7) 
den( DEF (w)) < den(P) 六 14 (8) 


E “因为 Df E KL 外 ,…, f], 所 以 存在 多 项 式 PEKI X, X AE DE 
=P (fis AGH one ô= max deg(P,) .我 们 定义 算 了 了 Dwr wet 
PEK[X,,°,X, |, 


— Toog 
DPX 7X.) = D jP Xpo Xa) + P(X pno Xa). 
j=l 了 


特别 可 知 OX, = P(X. X) (二 1,…,n). 因 为 我 们 有 

P <{H(L + X tt X,)", 

P, <1 P+ XI+ + XD G= leen), 
PLA dH gE 1 49 

DP <{Plyjd(1t+ 和 上 4+ XD, 
申 归 纳 法 即 可 证 明 
TEP <JP ERIO + Xi + e+) (9) 

Ht y n> RIGAR Re) XGL n) AW DF(w)= 
TFP file) faca) ,所 以 由 (9) 式 得 (7) 式 . 


注意 den 3 )<den(P) , 故 易 由 归纳 法 得 到 (8) 式 . 引 理 证 毕 ， 
定理 3 的 证 明 区 了 和 器 是 太太 中 的 在 关上 代数 无 关 的 两 个 函 煞 ,并 用 
rR 2m W—P BRAS. 
UEHARA, > 
F(z) = > > afee, 
其 中 a, Fe t= Hm). 我们 可 以 选取 不 全 为 零 的 qu 使 得 
JPFYz) = 0 (二 修一) (10) 
首 凡 当 了 上 充分 大 时 
log! a, |< 2elogt (i = leer). (11) 
实际 上.(10) 式 是 包含 m 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 未知 数 a 的 个 数 为 ,? 
=2rit . 显然 存在 GE 加 使 其 系数 与 87" 之 积 均 E Zk ,由 引 理 2 H 
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1 


| | 
| 8” (fl) gay)| <P eid sone" 


其 中 cacl RP MH cg. DAS +t HEME BR. ER mt A2mt 一 mt) =1, P 
四 引 理工 .413 推出 上 述 的 a, RARER). 
2 因为 fg EK ERREX A F) PESTE, ATTENERE r， 
使 得 BE) =H kS erol; Si,e m E FOO EE zi; za 上 的 值 
PERE. BOA) o= xl 是 21; yz 中 的 -个 ,使 
f= F' (wo) 40, 
因此 cee POSE 2 及 {11) 式 可 知 当 充分 大 时 
aa Arrest Se, (12) 
den( £) < dena, (1S ing Sr)" SK ef. (13) 
3° 现在 估计 | el ER. he bE Ae) eo (2 OZ RY pte HB 
PREU , HOP AR =1) AC e) RACE YF (2) ER So AR IFA AC wo) 
O. FET DE SAE eR Be 
Elz) = AFl) 
i (x 一 地 
则 用 
E= riE(o) | Co- 21) lw), 
WR = ro , 当 上 充分 大 时 可 使 


max | |< RA, (14) 
所 以 
tels Elk lelt aN lal, (15) 


BHIE e= max | Ee) | .但 由 有 限 阶 整 函数 定义 及 (11) 式 可 得 
[RCCz) Er) pc rexpft2trlogt + 2rR°), 
因此 ,注意 (4) 式 ,得 到 


Eles h(a) F(a) ls sup | TI (2 - 2) 


-T 


< rexpf27logt + 2rR")| R 一 2 i 


另外 还 有 


第 -人 Weierstrass 台 图 数 鸣 超越 性 质 ma _ 
CE Clots laili fale) Pr < cj, 
1-2 
于 是 和 由 (1$) 式 得 到 当 1 充分 大 时 
PIES expl4rlogr 一 2 rlogr ). (16) 
F FS) B12 12) , aD Ro) RA 
T+ 、 _ 
4 一 2 -2=— 5s —-1) 
& roof 从 而 rc) 得 到 


sloges 
logr ` 


于 是 定理 得 证 . 

现在 给 出 定理 3 的 庶 用 实例 . 

Blt 4 filed=2, folzed=e" BP eC A ,ae 天 0. 它们 都 星 有 限 阶 整 函 数 ， 
用 由 引 理 2.3 知 它们 在 C 上 代数 无 关 ,还 满足 微分 方程 

F(z) = 1, fsx) = afak z). 

WME AEA, MBA K=2 BARRAR AR, HH Ale), fle JeK, 
其 中 wi- 1,2, JAM 52 3 RETIA. AKR IHE] 

定理 4 (Hermite-Lindemann 定理 :”]) BE a 为 非 零 代 数 数 , 则 e° 为 超越 数 . 


注 1 由 此 可 知 e 是 超越 数 . 叉 因为 上 述 定 理 等 价 于 “代数 数 的 非 零 对 数 是 超 
RR” A LGA x = log( - 1) 是 超越 数 ， 


例 2 邻 f(z)=e*, file)=e" AP p RERNA. 它们 满足 微分 方程 
ERD = file), ERa) = pple). 
注意 引 理 2.3, 可 知 方 , fy 满足 定理 3 HOARE y= (1- loge RP a 


CA, a40,1;/=1,2--. F ECA, K= Qla, B, a) WOW 1 EM RNase 
B. FERIRE T Gelfond-Schneider 定理 (定理 2.,1). 


在下 市 中 我 们 将 给 出 定理 3 或 定理 2) 的 更 多 的 应 用 . 
第 二 节 Weierstrass € A% i ERA 


H wrw EC, Im £2 20GB KE Im = >0), 记 
L 1 


Q = (2mm, t 2nw.| m,n EZ}, 


EBA, Weierstrass #4 lE] PRISER ( x) 表示 为 


- 4) + EA RR wee 


1 q, 1 了 
Piz) = Ëlziw ew) = 73 4 2, (Tao a) 


vE 

HPN ER m,n) 00,0). 2 RAF Cc) AAS, Qa 2o RAE W EA E 
WiC Ci AN EREA ARR). (2ul,2c2) 天 (2mi2o2) 构 成 基本 周期 的 充 更 条 件 
EEN RRR 

jor = ami + boze a) 

2 = cwy + dws, 
EY a,b,c,d EZ, iad- b| =1. TFS 

g2 = g7lw ,@7) = 60 Dye, g3 = galw wz) = 140 dye E 


并 且 称 为 @{z) 的 不 变量 ,它们 当 (2w1,2w2) 换 氛 另 一 组 基本 周期 {2w1,2w2)( 即 关 
系 趟 (1 成立 ) 时 是 不 变 的 .我 们 还 知道 (x) 满足 微分 方程 
[E (2)] = 41P (2) P= gn Pe) — ga. (2) 
在 此 式 两 边 徽 分 可 得 
多 (xz) = 68(z)* — gy, (3) 
FR ii ie BAP ( =) 相 应 的 Weierstrass 函数 CCz)= (ew) 有 
PRA 
(<2) =- f(z). (4) 
由 (3) (4) AF A 
Ez) =- OE r)? + eA. 
我 们 记 ws = mi + w ,那么 有 关系 式 
plz +20) — Elz) =2y (i = 1,2,3), (5) 
其 中 po p 称 为 拟 周期 ,并且 Elo = 96 =1,2,3), p= p+ mm. BBE FA 
Legendre 关系 式 成 立 
Wan = G= v ~—1). 
AAIE REHAR BRE 
je) = BAr) 728g}, 02) 
g3lt, e) = 27g, r) glws w) ~ 2723 ( 0,02)’ 
其 中 r= ww, Imr >0, CARRERA RA ORRE R). 
RiNS 
elz) = az + bíz), @2,6€C,lal+ lèl=0. 
TEA 
pw (2) = a— bP(z), (6) 


Pee) = $= 242) (ys 40). 7) 


第 一 节 Weierstrass § 图 数 的 越 越 性 质 - 十 1 ， 


ERPE ILLIS EE 
g (z) =- 66 f(r}? + Sen, 
于 是 由 (站 得 知 p(x ) 满 是 微分 方程 
2 a 
g tz) 三 一 A g'(z)]? + Lae) -- ba + gt (b 0). 

引 理 3 i g2,g3,0,0CA,lal + tol £0. MRE ECE. M ela) 
CA ,那么 对 任何 7 了 EN ,jo EN, H? (ja), € (Ga) € Ga), pa), p (j HEK 
= (ad, gg3 Pla) O(a), pla) EA. 

证 S/R PACD (QCA, AM KOA. ATAP DERK. 


FE? PR AR PE ce M 
Plaut v) =-Pla) - Pov} (sp) (天 了) 


Flu) — Cv) 
e020 = 26a) 1 全 


(u) 
AIE 2a) E 天 ,并 用 仍 由 (2),(3) 式 推出 他 (2a), f (2a) HE K. — Aha A 
Pija) P (Ga) PO Gale Kp =1,2,°°) eS a COREE (ye) E, AE ja 
EN. 最 后 ,由 oC 2) RDU eo HE 
plu + v) = plu) t+ elu) + an Pa) as (uv), 
p(2u) = 2@(u) + ered, 
于 十 册 此 及 (4) 式 排出 olja) o GadEKGEN ) HEE, 
引 理 4 AREH of HERAK. 
证 RATES SMM PEC( x,y] AT E 
P(r) plz)) =0, 
还 设 a €O, TE 
Pla), pla)) =Ù, 
AAP aS latmo l mE) MURR R pla +t2ma,)(mEZ REEFS 
WA PEB(a),X)EC[IX] 的 根 . 因 非 零 多 项 式 的 零点 个 数 有 限 , 故 存在 互 异 的 
mi m EZ tdi 
pla t 2mia,) = gla + 2miwı). 
HER RRI 
aa + 2amywj + b€Ca) + 2bmin = aa + 2am zw, + bela) + 26m. 71 


20m, — mijaw, = 24m, 一 my day. 


"42. BoR HA eA E 


[Al oer) -- i 40, AIS 


dwj + by; = (), (8) 
FEM He e = 多 (e+ 2mo Cm EE jga 
awy + by. = 0. (9) 


Alba | + |b| 0,08), 09) By 
92 wey = 0. 
但 由 Legendre RAM wp aq = iG — 1) RA. ORE. 
SHES | eg 0, WARE 2) Me (RRR. 
证 ”没有 非 零 不 可 约 多 项 式 PEC! r, yë 
Plz), e= 0. 
a EN, FR expl gla +2mw1))( m CZ SES AIM P(E (a), X)E 
COX | 的 零点 ,因而 存在 互 异 的 整数 mi 和 m 使 


expl gta + 2m ,ai)) = exp(gla + 2m2w,)), 


Fir le 
qla t2myw,) = qla + 2m2w) + 2i Ci = 1), 
或 者 
2glmi ~ mma) wr = 2ky i. (10) 
类 似 地 ,有 互 异 整数 ma, ma RB kR EZTIE 
2g( m3 — majes = Zkari. C11) 


IN ki ka SARA E CRI m, = mo 或 m= ma), aR 


9 mi ma ko 
r=—~=—+—==eR 
w tha — Mla kl 


{Hh Ai TB pa a X Im 40, AIS. DE HE, 

注 1 还 可 证 明 ({ 见 [72 上 :着 Weierstrass ARE ( 2) AIG * (2) SIA AR 
(2w1,2w2) 和 (2w7 ,2w2 ) , 则 它们 代数 相关 的 充 要 条 件 十 存在 a1,a2,51,5;,r1， 
rEZ rin A0, 1248 

1 = aw, + G1w2, 
rom. = dyw; + bows. 
还 可 证 明 : 设 q0, JU Weierstrass BRE (2) FIP (ge ) OMAN SEIN Fe ESE aH 
go KP ARRE, HEA gE Oc) OEA r= ww, (2021.22 E (x) 
的 基本 周期 ). 

注 2 E f e)s flzeia,, wi) 是 一 个 棚 避 函数 , 几 0 = 12 pee + 2nwsjm,n& 
Z iR AWA I ACC E AQCO( HAA oC n HBA Awe 0), RRR A JEO 
的 来 子 . 所 右 有 理 整 数 都 是 ORT. 如果 OF RA HA AHR, MARA 


3S Weierstrass f ba AY A) RB BET E I ar e 


(ak f(x)) 有 复数 乘法 . 

末世 证 明 ( 风 [72]) ;0 AARRE RAFE r w/w, 是 一 次 无 理 数 ( 当 
然 它 是 虚数 ). 因 此, 若 号 ( 或 f(z)) 有 复数 刁 法 , 则 其 所 有 乘 子 均 EQ{r). 我 们 称 
Qtr) OK fz)) 的 复数 乘法 域 . 

下 文中 我 们 还 需要 下 S| BB. 

SIE 6 AREA 5) 都 有 有限 增长 阶 p=2. 

证 已 知 有 下 列 关 系 式 


_ gfx) 
Eiz) 一 galz) 1 


其 中 o( 2) AB. AA RA RIA 

a(z) =z 1 (1 一 ey eras) 
HP wA {2m + 2nw.| mn EZ (m,n) 关 (0,0)|, 依 典型 乘积 的 阶 的 定理 
(il, HJM [2221 § 8.25 A$ 8.51) OM ole) Ro (z)}) 的 有 限 增长 阶 均 为 2, 所 以 
t(z) 的 有 限 增 长 阶 亦 为 2; 而 且 由 (4) 知 (xz) 的 有 限 增 长 阶 亦 为 2. 证 毕 . 

现在 给 出 下 列 二 个 基本 结果 ， 

定理 5 (Th. Schneider 11) 设 Weierstrass BAF (2) Al £( 2) BAI) 
不 变量 EJ 和 g3, F E. a.b,aEC 1a EN, ial + MESIN WP Ae 

a,b, ga, g3,9 la), aa + la) 
中 至 少 有 一 个 超越 数 . 

证 ” 设 结 论 不 成 立 .在 定理 2 中 取 fe) = oz), foe) = 外 (zz), 并 取 z= ja 
G=l pe, m) 6540, WAH 3 及 引 理 6 知 定 理 2 中 诸 条 件 在 此 成 立 , 取 m 
足够 大 可 使 上 节 (5) 式 成 立 . 从 而 A OA ORRAK, 55/4 PB. ob 
=0, 则 p(xz)= az, 于 二 可 类 似 地 推出 矛盾 .定理 证 毕 { 当 然 也 可 以 用 定理 3 来 证 
AA). 

EH 6 (Th. Schneider! 3197!) ig a BEC, P r= E r 0, 02),P* Ce) 
-Pt (2307 ,oz ) 是 不 变量 分 别 为 jg2 gal All gi ,83 二 的 Weierstrass 函数 .如果 
RRE (2 DANE * (大 ) 代 数 无 大 ,并 且 a 不 是 它们 的 极点 ,那么 数 

B28382083 PFa). P" (fe) 
中 至 少 有 个 超越 数 . 

证 ”不定 理 2( 或 定理 3 了 ) 中 取 fi (2) =P (2), fle) = 8° CO) (EMBER 
p 2 的 半 纯 着 数 ) ,还 取 x)= jap 二 1,2,…), 即 本 得 到 所 刘 的 结论 .证 毕 . 

定 埋 7 (Th. Schneider! 1931971) Weierstrass ARS ( 2 AA EE £2,833 
a gE, a €2,¢40. WR 


FZE (HG RA ALL RE ie 


Boga gP la) e” 
中 至 少 有 - -个 超越 数 . 

证 在 定理 2 或 定理 3} 中 取 户 (z) =P (2), f(z)=e ,z=ja(j=1,2,…)， 
并 应 用 引 理 3, 引 理 5 和 引 理 和, 即 可 击 皮 证 法 得 到 所 要 的 结论 .证 毕 . 

FA RERA EE. 

Hitl W g gsa bEA, la, + |b) 40, MIHE k, EZ, [kI +iz] 
>0, Be E= klaw by) + [Caw t by) ERE. 

证 Ei k 中 至 少 有 一 个 是 奇数 , 记 k= mtu, =2ndv,m,n, u, vE 
Zu uE lj, ult el 0.15 BS kw, lw2, 则 8B 区 ,28EDN. 因 为 @(w) 
=P (w) =E Cwt wo) = 二 0, 所 以 由 周期 性 可 知名 (8)=0. 因 2. 23 A, ihoa) 
式 利 8(B)EA. 男 一 方面 ,由 轴 数 5(z) 的 所 周期 性 知 

af + bECB)= alkay + lay) + pl(2me + Znow + uw, + uws) 
= alka, + lw) + b(2mm, + 2nn + €( tay + wz)) 
= alkw, + iws) + b(2mn, + 2nn + un + vm) 
= alkw, + los) + bCeny + iy) 
= k( ae, + bm) + Pam, + by) 
= È, 
因此 由 定理 5 得 知 £ 是 超越 数 . 

WSR AE 者 是 偶数 ,那么 存在 ENIE? M2 7 均 为 整数 ,是 其 中 有 一 个 
. AS AA p =2°°8 NS BOA apl+ 上 站 (8)=2 后, 从 而 也 可 推 贡 二 的 超越 
性 .证 毕 . 

推论 2 H erg CA Hl ww, y, p 都 是 超越 数 . 

证 在 推论 1 中 分 别 令 (a,6,f,&)=(1,0,0,1),(1,0,1,0),{0,1,0,1) 及 
(0,1,1,0), RHAG. 

推论 3 gnn CA MRAR o pi Mio p EA PRELEX. 

证 在 推论 1 PSP RCA) = (1,0) (0,1), BBE. 

推论 4 Heng EA, a CO, WM a 和 (a) 中 至 少 有 一 个 超越 数 . 特 别 ,此 时 
# aCA WE a) AERA. 

证 EEES PR a=1,5=0. 

推论 5 Beng EA ENR WME ORN e OPREDE RRN. 

证 EES PR a=0,b=1. 

推论 6 1K go. g3CA,a EO, ME F Ela)a 中 至 少 有 一 个 超越 数 . 

证 在 定理 5 中 取 a=ga)vap= 一 1. 


第 th Weierstrass # og BIR BARE 45. 
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推论 7 区 gp gE A ,出 j w nN1 ,27 N3 及 03793 = (wy + wa} MA nt no) BB AL 
超越 数 . 
证 在 推论 6 fi a ty ,或 ww , BY, ct] 十 w2; 并 注意 此 时 Ela) = wy ,或 ty 
phe coy 十 cos MS (a) = BOR Elf? 或 GEE 
BUTE bea BES oop -SHE eS RARER. PE ba 
关系 式 
ray raoly ran) = r? @(asa,,0), (12) 
CCras;rewy,7e.) = r 'Ela;wj wn), 
gal rw, rwn) =r Tgl wwa), 
gal rw raz) = rfg ww), 
其 中 540, ORY s0 时 ,在 下 列 5 个 数 
-d F(a) | bE (a) 
a,b,7(r) = oe — 2723” m t4 g!” 
(其 Mcc a/o EMBER Ha. op, 2 | PER tre, re), ret hf, Aa 
均 不 变 .类 似 地 , 当 340 BY EIA Fo 5 个 数 亦 不 变 ;: 
bela) 


3 
a,b jlr) al aagi" + 14 ， 
£3 £3 


选取 适当 的 >= ro 可 使 go = gl row, row.) = 1, 0K EN ao A ,并 且 由 (12) 知 f(z; 
rows row) TE z= rye WARM AR roa EO. FEES BA 
REE 8 设 Weierstrass 畏 数 (zxz) 和 《5(z) 有 相间 的 不 变量 gz,g3 ,并且 a,b, 
aC ,a EN, lal + 45 | 关 0, 则 数 
a bjr), (ay gl aogy" + bla)g”™” (420) 
或 者 
abjir), Ela) g3! , aag!” + btla)gi (33 g0) 
中 分 别 至 少 有 -一 个 超越 数 . 
下 面 是 定理 6 的 几 个 推论 .显然 有 下 列 推论 . 
推论 9 P(e) AMP? ( 记 ) 代 数 无 关 , 其 不 变量 都 是 代数 数 . MEE OEA, 
那么 及 和 ”应 ) 不 可 能 全 是 代数 数 .特别 , 若 (2wl ,2mz) 是 8(z) 的 基本 周期 ,om 
= an +w M) B AIP * (Bo 中 有 一 个 超越 数 (=T,2,3)， 
FETE 10 P(x) AIP ” (应 ) 代 数 无 关 ,eEf 不 是 它 科 的 极点 , 则 数 
Bit) Fe" at lga la) ga Pla) /P* (fa) (13) 
wee "个 超越 数 
证 .上述 六 个 数 在 用 re HR cra; Ro; Bro}? 代 摘 ww* (i = 1,2) BOR 
wet 过 到 r=ro 可 使 gatrowi ,row2) =1, MBA 


。 do 。 第 三 站 HA Al cA BY AY) a Be Jr 


_ IBe _ 1728 

gi 27g5 1 — 27g3 row room2) 
1728g7 (row? row) 
gi (rowr ,nw ) ~ 27 23 (reer row?) 


jlr") = 


E7 /g2 = B2 (rows row? ), 
F(a) /g2 = P (roa; row, rows)’, 
Pla) /P* (Ba) = PC rgas rye, rowr) 7P* (Broa;row? rows ). 
因此 者 (13) 式 中 的 数 全 为 代数 数 , 则 下 列 诸 数 也 全 为 代数 数 ， 
B, g2lroaisroa2) = 1, gatrowisrow2), gr (row! ,row? ), 
g3 (rowr srow2 ), Plroasrowi, row2), (Broa;yrowr ,row? ). 


这 与 定理 6 矛盾 .证 毕 ， 
推论 141 设 r= 了 村 是 代数 数 ,但 不 是 虚 二 次 无 理 数 , 则 KORARA. 
证 SP (x) =P (2301, a), E)E 2502, 01) MO {zz) 的 基本 周期 


lo =2w, 207 二 2w1) BAP (ra) HERAA (EE, 2) = (22 2%), 


T T T 


RAWE (2) BP * (zz) 代 数 无关 . 设 不 然 ,那么 存在 an an fF 


w 
pT anw 十 anw? (14) 


(URL= ano tana) TÆ 
ayt tayr-l=0. 
HH r 的 定义 知 r CR HBH r 不 是 虚 二 次 无 理 数 , 故 (14) 不 可 能 成 立 , 即 efz) 
50° (re SER BOCK. 现在 在 推论 10 中 取 8= r, M a EN 时 , 数 
tilt) ir>) g? /ga la Yg Ela) S (ro) (15) 
不 能 全 是 代数 数 .注意 gi 5g, (wr Gd = gi (wr wi) = g, lwn w) = gli =2, 
3) ,因而 
g2 /BB2 = 1, flr") = fr). (16) 
我 们 可 选取 ry 使 gil row. row.) =1. AS a= w, M a Z2, #E 
F(a) /g2= Plaza, w) glwm) = Pl rea; reer, row) gl row, raw) 
= PC roa; row roo)? = $row rowr row) 
= elf rows row), (17) 
Pia) /P* Cral= Pirgoairowis row) F * (rroairowt rows ) 


= CC rgowjirgw roar)” F” (rowa; rowa, row) 


第 并 上 节 Weierstrass 名 了 国 数 的 超越 性 质 " 47 ， 


一 eil rows rows) esl row, rowr), (£8) 


其 中 Pi ~~ e, (ryan 4 roa) i = t JE KARE 


4? — gs ry@ys row) rt — gal row row) = 0 (19) 
的 根 ,注意 
i= 1728g3lon w) 1728¢3( rows, row) 
g3(w1,02) — 27g3(w1.02) gil rows, row.) ~ 27g} (raw), row) 
1728. 


1 = 27g8(rge1,r9w2)’ 
因此 , 寿 六 7 是 代数 数 , 则 g(rowl,row2) 也 是 代数 数 , 从 而 由 (19) 知 el,ez 均 为 
代数 数 ,从 而 由 (16),(17) 及 (18) 诸 式 推出 (15) 式 中 各 数 中 内 可 能 r 不 是 代数 数 ， 
这 与 假设 矛盾 .证 毕 . 

注 3 WR z 是 虚 二 次 无理 数 ,那么 j(r) 是 代数 数 ( 见 ,例如 ,[106],Ch.5， 
Th. 4). 

下 而 给 出 定理 7 的 一 些 推论 . 

TEVE 12 HE (2) = 外 (z;w1,w2) 具 有 代数 不 变量 ,并 且 8,8 (a) EA, flogh 
70 JU a logB 是 超越 数 .特别 ,wi /7 swr 都 是 超越 数 ， 

证 在 定理 7 中 取 g= (log8)va ,并 特别 令 a = wi(i=1,2),8= 一 1, 即 得 所 
要 的 结论 . 

推论 13 EP Ce) = 名 (zimlyoz) 具 有 代数 不 变量 , 并且 EC ,BB Mela) 
CA, Slog8A0, Wl e* RP (log8B) 都 是 超越 数 .特别 ,多 (zi) Gi= -1)，ese"z 都 是 超 
越 数 . 

证 在 定理 7 中 取 9g=1 可知 e 是 超越 数 .再 在 定理 7 PR g=1,0 代 以 
logB ,可 知名 {logP) 也 是 超越 数 .而 当 oe = w,, B= -1 时 可 得 Bfri)y,e” 的 超越 性 . 

最 后 ,我 们 考察 第 一 类 Weierstrass 椭圆 积分 


( dt 
z = | — (20) 
| 
CER BBE w = 外 (zz)) ,以 及 第 二 类 Weierstrass 椭圆 积分 
Pie 
(2) = td 21 
(os | aaa my 


推论 14 “ 香 第 一 类 和 第 一 类 Weierstrass 椭圆 积分 具有 代数 系数 22,0, MAK 
回 的 代数 数 积分 限 , 则 其 值 是 超越 煞 . 

证 对 于 积分 (20), 若 gagao = P(e )(F=1,2)EA , 则 由 8(z=) 的 微分 方程 
AIG’ C2,)€ A 0i=12), 并 昌 由 其 加 法 定理 推出 gf ~ 2) =8( 2) ECA ,其 中 
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因此 在 定理 5 中 取 a 二 1,5 =0, 可 知 z 为 超越 数 . 
对 于 积分 (21) ,可 在 定理 5 中 邻 a =0.5= 工 .证 毕 . 
注 4 ”出 推论 14 可 知 两 轴 长 为 代数 数 的 椭圆 曲线 的 周 长 是 超越 数 (还 可 参见 


[1941). 
注 5 Th. Schneider095- 还 考虑 了 Abel 积分 和 Abel 函数 的 超越 性 质 . 


Sop ”椭圆 模 应 数 的 超越 性 质 


3J ABE Bal A Bs 
g3 


= 1728 -一 一 = 12 , 
i(t) = g3- 2783 gi ~ 2723 


HH g= g(tl,r) = 602)" (m+ne) tga = gall, r) = 140 2, (m+ nr) 是 
变量 EC, Imr >0 的 周期 为 1 WRR, EA Fourier 展开 

jlr}=e <> ‘(ne on™, (1) 
HH cln) GZ CPIM 6 (0) = 744, (1) = 196884, (2) =21493760). id 


jiz) = z` + 7444 Siea, z=e™ O<l ei<l, 


作为 r RE TE EE SF i EKA ,因而 作为 x 的 函数 ,在 0< | el <1 时 解析 . 
1969 年 K. Mahler ,191 猜测 ;对 于 任何 代数 数 vEC ,0< lgl <1,S (q) 
(斯 所谓“Mahier MRH AAE”). 1971 年 Yu、1，Maninl145] 猜 测 ; 对 于 任何 代 
A EC Olg CLJ RERS. 通常 将 上 述 两 个 猜想 合 称 为 “Mahler 
Manin 猜想 ,这 个 猜想 于 1995 年 被 K. Barré-Sirieix, G. Diaz, F. Gramain 及 G. 
Philibert’ 25! 肯定 地 解决 ,现在 给 出 复数 情形 的 证 明 . 

定理 8 (K. Barré-Sirieix,G. Diaz, F. Gramain 及 G. Phitiberds]) 对 于 任何 代数 
数 o&f ,0 之 lq| 之 1, 数 jg) 是 超越 的 ， 

首先 给 出 一 些 辅助 性 结果 . 

al 7 (K. Mahler: "HD 4 

f(z) = ziez), 


Jiz) = OE (REN), 
则 存在 常数 cy POC Ge) AX 


3 g3 


RW PBR eRe 


Leal L (hE N 2 EM). 


(2) 


证 CL) BTM cy(n t L)=cln) (Cn =0,1,°°). H y RATE IER BAA 


iO) = Je?) = OM + Ve (i= wv —1). 
a ù 


A nO WT efa) > 0, BRA 
GDS +e, Cy V1). 
其 中 = Dela)? Se 
i(yi) Sji Se +e, ON y <1). 
SUE AG EB ERE . 
情形 1 B ken AW 
cn)e ™ je TV) = ™ (yi). 
RAB (DIFA yel 
alne T Se E t e) = (Lt cre”), 
于 十 
a(n) Se ™ (1+ ee Tt Ol). 


cen) erry 十 ce” Rem 


WE h =en BR k/n<h BO + o/h) <e , 故 得 
(1+ ah (+ erh)" < e”, 


从 而 


cafn) < pony aten 


由 于 之 #, 所 以 (2) 在 此 成 立 
情形 2 设 nk ,由 (4),(3) 得 知 当 0< yt, 
cal mye 二 (er + cE (0 + c), 


rE 


cln) SPM thy 十 ce YE a enO] 十 c,)* (0 < yl). 


& y=y k/n =, Aa | 
calm) < et bn(] + cy). 
(toa ek ET (2) eR We HEHE 
WEA RR ; ,我 们 定义 多 项 式 


(3) 


(4) 


(5) 
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_ jar tb 
Boo = L(x of) o 
E PRERE ER E FIRI TRR a,b, DE 上: 
tabd) =lbeia Z asad = 5,08 bd -1. (7) 


还 用 hs) dean 中 , 的 次 数 , 那 么 
pls) = sfl (1 + rai 
其 中 乘积 展 布 在 s HRARAT p 上 ,我 们 还 知道 名 (XX) 的 系数 ZL1j], 因 而 可 
D(X) MX 和 i 的 多 项 式 , 即 DX =p (X, DEZ[X, j] ERM s MELS 
项 式 ( 参 见 , 例 如 ,[106]), 由 (6) 式 可 得 
(jls), (rt)) = 0, 
或 即 
P Ji) (2)) = 0. 
引 理 8 (D. Bertrand) 7% geo O<|¢l/<1, 6i f(g) ETR m 
的 代数 数 ,那么 对 任何 正 整 数 sJ ) 也 是 代数 数 ,并 且 具 有 下 列 性 质 : 
(a) deg(J tq DE mpl s); 
(b) den(J(¢°) Sden(J (g) ) 9; 
(co) LJ tg?) Re’ (ce, >0 BIS Ig) OARA). 
证 ipj) A p?p p”, Pp  BHEMHR TM SH 


W(X) 一 den( gy" [T P(X, pf). 


As (@ EE p(X, DEIR, AEE OX A. 现 证 WC ZT X) BEA 
于 (X) 的 系数 是 PPS Sm) hR REOT RS, AT EAR. 又 因为 
den( pS) = den{ 8) Ak Sm), M degl W,) = mys), ATLL WX BEER 
MM TH 于 (Xj)ER[XINZ [XJ=Z0X)]. 

fK Gauss 9| 理 ,如 PP ,PEZ (XM RRR AAA By HY 1,0 PP RRR 
太公 约 数 也 为 二, 可 知人 存在 多 项 式 Q{X)EZITX] 使 

WX) = 1CX)QCX), (8) 

其 中 1 X) 是 (5) 的 要 小 多 项 式 . 因此 得 到 (a). 注意 亚 (XX) 的 首 项 系数 为 
den( 89°"? CBAC). 

HEEG. AN j= OEA LFE BIC ERE UARAN 2 = 1, 
om TRIE mH =A, Lib, EH itp =7( 5). FRAO) 


p(X, 5) = TI (x .一 (5> )) (k= leem), 


Mla, b, dO ER 满足 (7}. HS) MA FEH 


第 三 节 HARRAH REM 7 5S1 ， 


可 返 | suth) 
JE) < max ' 
Plab, dD EME R= hor, m BE rset yi CH MO) $ z= e- 
e 一 2 “时 
l} T 1 Vi 4 ， 1 
OS Izi + F444 tuela) izl” = jy), 
n=] 


于 是 Hi(3) 和 (4) 式 得 
1 i(r) | lyt) (r—art+iye H). 
(常数 oo >0 与 了 有 关 ). 将 此 不 等 式 应 用 于 (9) 可 得 
EN 
LEES ds, i (c) Pir. vER. 
引 理 9 (K. Mahler!!!) z AL (2) EC ERA. 
证 HME. BAERSMA 


Plasy) = D Pla) = X Qoa € Clasy, 
满足 
Ple J(e) = Xi Pile J = Y QU) = 0, (10) 


此 处 jz) 看 作 形 式 Laurent 级 数 对 下 整数 A J (e)=JC2'), Fic K, = 
Giz dJ Jo WA K, GAARA RK | zl hi K ETIR. AK C10), FR 
ATS (2. DEC jn. 在 (10) 中 今 z he TALK, T, DIS m. A 
[K CUI EK: Cz DIEC D = CC] S mn. 
— Fim ALC JOC I= 6(s)es, BOA 
LK, OCP eC COD] as, 

因此 sslmn, 5 s EBA. 9 RFE. 

注 “上面 的 代数 证 明 是 依据 M. Amou-9101 , 它 的 解析 证 明 可 见 [25.1371. 

现 契 来 证 明定 理 8. 用 反 证 法 . 设 gq) 是 代数 数 .我 们 用 工 表示 一 个 足够 大 的 
AS Ac, ERREG gS OWJ OAKA L ERK ERE. 

] HERE AR. S 

F(z) = 2 D aur] (2), 
ay Sk SARERA, TEAR, WE 
lay |< expla l DAER LLL), (11) 


FOO) =0 f+ = 0,1,-°,1277- 1), (12) 
为 此 将 FODOR A 


Re PRN RE 
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F(z) = Sia, 
其 中 
bn = 2 Dac — kay (n 0). (13) 
我 们 业 解 线性 方程 组 


b, = O(n =0,1,°°,L°2-1). 

A AY a, PORE PY OL 7 AR ROR 
等 式 

OS cin k) Sexplea Vin ~ 2)) S explegl3”*), (14) 
故 由 Siegel 引 理 ( 引 理 1.12) 知 满足 (11),{12) 的 整数 av 确实 存在 .由 引 理 9， 
F(z)= F(z; 上) 不 但 等 于 零 , 令 M=mininlb, £0]. 

2° | F(z)| 的 上 界 估 计 . 我 们 来 证 明 

(F(z) |< 21 z |Mexplcs v LM) ( 当 | zl te). (15) 

由 (11),t14) 得 
TA = p acka — kaul < Lexp( co V Ln + c4h?”), 


注意 Mi 12/2, ME cs 使 
lb, |<Sexp(cs/ Ln) (nM). 


HAH pr EN 时 
VE(M + m) EV TIM EM +m) SV IM+m, 
所 以 当 m Se 时 
| Bags met |< exples LCM + m)) | z|” 
< | zlMexples VW EM) (e's | zD”, 


因而 对 任何 *,| zi< pe “有 


Mie 


ECI | eMe 
于 是 (15) 得 证 . 
注意 ,如 果 1(g) 是 代数 数 ,那么 J(9 ) 也 是 代数 数 . 如 果 191 >So, AR 
在 适当 的 :使 1g | 所 6“, 因而 我 们 可 用 g' 代替 9 进行 论证 .于 是 我 们 在 下 面 认 
为 不 等 式 (15) 对 2 = 9 R. 


iz} = 21 z (Mexp(cs v LM). 


5 


m= 


3° fA MAES (CBR y. 令 
sy = minis|s E N, Fig) 401. 


我 们 首先 证 明 
ABI soa. a MAR 
Glz) = Fiz oily z ME(e). 
ek ea PR Aa eG lalm 
lal? -gz __e -gz zz-0) (5 = 2ps- 1), 


lalz ~g) igl- g¢g) lg!(z— g) 
PAU He ik S R AEA 1, h RARR, 
(GOMIS max |G(z)|< max |F(z)|. (17) 
内 为 


IEW = EO J lal = PO lal ws 2%, 
HAKIS) 
max | F(z)1<2exp(cs V LM), 
因此 由 (512 得 
LEO) lg |S PGs DA < exp(es v LM), 
注意 F(O) = by 为 非 零 整数 , 故 由 上 式 得 (16) 
现在 令 
L L 
y= Fige) = 2) Maud (gg), 
则 y 是非 零 代 数 数 , 因 y IRF RRO (Cg ,有 oa) , 故 deel XTRA (g I (ge): 
a] AEH SHE 8(a) 得 
degC y) <= cr7pl sn). (18) 
4 yl RP Feit. aS] BE 8(b) 得 
den( y) < den(q )**0* den(J (a) < (dent g) aden( Jég) ) Hs ) I 
Tat 
log denl y) <2 cghdifsg). (19) 
CHIDASA 8(e) 得 
I kL L*expí ca L° }maxt | | gl) max] I Cau) Dt 


<= Lexp( cab? max l |g)? pL etzsol ， 
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log) HA cy LIE + soL). (20) 
H 1.2 R8), (19), (20978 
log| y=- 2degl y) (egLyplso) + col Lt syle) 
copsoL (ysn) + LI), (21) 
5° SPE tH a. 15) CA MEL 248 ag L 足够 大 时 
log | yis- cd130Ad ， 
从 而 出 (21) 得 当 工 足够 大 时 


cnsoM cop so Lg so + L'Z), (22) 
因为 
1 -NI 
Hs p |S X p SI + loeso 
fir ly 
Pt sa) = (1+ logsa) so. (23) 


最 后 ,由 (22),(23),(16) 并 注意 工 委 v 2M (Bl MSL? 2) 8 el 
M< cacil (1 + logsg) Li{soll + Jogsg} + L'7) 
S coM F (ogM)?. 
当 工 是 够 大 (从 而 M 足够 大 ) 时 ,上 式 不 可 能 成 立 . 于 是 定理 得 证 . 
关 丁 椭 疝 模 哨 数 的 超越 性 质 的 研究 ,出 于 Yu. V. Nesterenko 的 工作 ,于 最 近 
儿 年 内 取得 重大 的 进展 .我 们 考 典 Ramanujan AA 


P(z) =1 -240o ln)" =] -34>， ae 
azl nol =z 
= 二 1 an 
Q(z) =1+ 240 >) aln) 2” =]+ 240 >， rt 
m=] #=1 — 


ian pi 5 it 
R(z) = 1-540 > es(n)27 = 1-540 >> at 
A=] = -z 


它们 分 别 是 权 为 2,4 和 6 的 Eisenstein 级 数 Ez, Ea HE. HP a(n) = D O 


dla 


S. Ramanujan! !83)}_ 4 
A= (Q? ~ R7)/1728 = 12°7(Q? - R?) 
= z t did z(d, € Z), 
#22 


AB AA BHR ARO RRA 
Jiz) = QA lz = 6" Imr > 0). 
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ee rn ee -一 一 一 一 


1969 年 ,K. Mahler’ 57 证 明了 函数 P(z), Q(z), R(z) TEC (z) KR. id 8 
=z 2 ,那么 有 关系 式 
OP = 75(P? - Q), oQ = FPQ - R), ôR = PR- Q) (24) 


WILI 103 | ek 183), PiE 
ô? 6 z ? 
r= F -F i 37s a= 0 a8) R -0 1728)’ 
从 而 P,Q,REQ (J, 全 ,27) ,因此 
QP,Q,R) = Q( ,0 ,7)), 
HÆ 一 个 微分 域 ( 亦 即 对 微分 运算 6 是 封闭 的 ). 在 1996 Æ, Yu. V. 
Nesterenkol1s8,159] 证 明了 下 列 定理 ， 
Nesterenko 定理 车 zEC,0O<cicl<1, 则 
tr degQ (q Plg), QC), R(q)) 3. 
作为 推论 ,由 此 得 到 下 到 结果 : 
Vit gEA,0<|¢1<1,M) P(g), Q(g), RU RI (gq) S 6g) ,J 了 (G9) 分 别 代 
WEK. 
2° 数 rie r DRAE. 
证 可知 ( 见 , 例 则 ,[103]) 当 rEC ,Imr>d, 
Ple™) = Exr), Qle™) = E(t}, RIC) = Elt), 
EA RR 


这 上 E2(7) + EE 

ef- > |= r*Es(r), 

Eso- |= rEe(r), 
在 其 中 取 r =i 可 得 

Eli) =, EeG) -0 
或 者 


Ple ™) = 3, Re") = 0, 


现在 计算 Q(e 后) ,因为 与 椭 图 曲线 y= Ar? 一 4x 相对 应 的 Weierstrass BAKE (zx) 
(BIAS EB j=4,g3=0) 的 周期 


ay SZE AM RRHBRM 


An EL At } RAB RA J2s1; 同 期 为 | , wat Imr = Im 一 SHIRE z) ,有 


w 
K = 2 (2) go wz) 
4 > È? 1r’ 
CL, li, [106]. Ch. 4, Proposition 4), F ft 
1 8 


4 
(2n)° ` 
H Nesterenko ZERI e% 2 arh) / Oo REER, AT ot OARA 
K. 
3° Me™ PUB) REE. 
证 ”考虑 Weierstrass EERE ziwa) RATE gz =0,2;=4. WA 
它 的 周期 


Q{e%*) = 3 


w, = ?| dr TUAY ia 
(428-42 9 G7 a 
PREM RAP 2°" 证明 所 要 的 结论 . 
4° it Weierstrass #8 [Bl axe ( 2) AAR EE gy,g8;, 还 设 wo, wz 是 其 局 
期 ,7 是 对 应 于 w 的 拟 周期 ( 即 flw) = 9 AP OC 2) = 一 (zz)), 则 数 
greu OL M 


代数 无 关 . 
证 不 妨 设 Im >0. 令 9g=erosawlyy= 及 那么 有 关系 式 
4 6 
P) =324, Qla) =F(2) me, Ra) = YE) g 


x 
(41 £06 ],Ch.4,Ch. 18), Aw Pig), Olg), RID ERO (272) LERA, MA 


府 依 Nesterenko BAI (grwn, p/o RB RR RES 3, 于 基 得 所 要 结论 . 
Si? (2 0; wo ERRAND go, g 的 Weierstrass HR BW, IF HA 


ie Aree r= H imr >0. 如 果 o 是 甸 (z) 的 任 一 周期 , w 是 相应 的 拟 属 期 ,那么 对 
FI +E G(r) Ime +0, FR 


inew.e™ |, lo, ye} 


PCE: 上) 代数 无 关 . 
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证 不 妨 设 w= 01,7 = Hy R it=r= wrw AW wo. Al D2 tee (co, 上 的 和 代 
Bou HL, 146], Ch. 3), ATH Legendre KRA n ÆA lwn) KÆRI, n E 
Flw gp) FEIR , TE 


dmir 


ir dep {e 


H PETRI n, o PARRER. ASL AW co pe RRA. 


6° 对 任何 DEN Bre PER LAE. 
证 ”因为 对 任何 DCN ,存在 有 复数 乘法 共有 代数 不 变量 的 Weierstrass #4 i 
Pate (2) EETEQG - D), FE 3 得 到 所 要 的 结果 . 
设 y(z) = 2] C1 - 2") 是 Dedekindy a, ABA 
A(z) = plz)” 
( 见 , 例 旭 , 106] ,Ch.18,Th.s, 注 意 该 书 中 总 与 此 处 的 同一 记号 AAA 
(27)") ,于 是 由 1 全 (并 注意 (24) 式 ) 得 


7 i gEA0<ig|<1,M) 
tr degQ (g. yig) plg) 87 nlg) 2 3. 


#8 AY PIET gE ,0< lal<it T] (1 - gt) 是 超越 的 
& 0),8,,0,= 06 FE Jacobié MA, 即 
如 >) = get 4 SY gal ， 43(2) = 142s 2” ， &el= l4 25u- Lre", 


a=] 中 一 
COL, B86, [1t4)) , 则 有 
8° (D. Bertrand!) )i% y= y(z) 是 6,45,6 Hi- RX, HB qe A 0< gl 
<1, 


amt 了 £) 


3s ~ 和 
Raw] 一 ur degQ (ero, 9) > tr deg fe en 


tr deg (g, yla) yig) d y(q)) 3 
特别 ,对 于 任何 gEA ,0<191<1, 数 X q” 是 超越 的 ， 
在 [61],[62] 及 [162](Ch 4,Ch.3) 等 文献 中 还 可 找到 Nesterenko 定理 的 另外 
-一 此 推论 . 
1966 4F Yu. V. Nesterenko! 9 还 给 出 相应 的 定量 结果 ,1997 年 在 [160 pi 
一 步 作 了 改进 ,证 明了 :存在 一 个 常数 cy DO, EMMA HREM SHR 了 
EZj]zp z2 z3] 
| Pin, PUA) | > expl- c 5log S), 
其 中 S 是 任何 满足 下 列 不 等 式 的 实数 
S 2 max(logH(P) + degP + log(degP + logH(P)),e), 


，S8 ， ET A PAA eA EL 


EEL ABA Ce” PUANA e PUL) AF REPEL 
cld, H) = expl- cullogH t dlog(d + logH)}Y (log(logH + dlog(d + logH)))"). 
eB DCP BALA RRA + ele > 0). 


SO thE 


1° CTR as BE AS a iT S W, [2] F106 J. 

2 关于 Abel 积分 和 Abel A RC 79 a R HE E KEE YT B73 7 (Ch. 3, 
$4.4). SAB ea Beh eee AD wy OL 104,146,259]. 

3 KF Weierstrass ff Bl BP (2) BM AR RAK, 1983 年 
G. Wüstholz- 1#} P. Philippon !72: 独立 地 证 明 了 和 下列 结果 ,它们 可 以 看 作 是 Lin- 
demann-Weierstrass E FE (GE 6.2) “Fa RIE”: 

it nl, Weierstrass WA KARE (ARAB HK, A a, 
a, CA TER BOR BE K LER PEFC IE MMO a), P(e, OES ERB. 

1992 #2, Yu. V. Nesterenko 6 '57: 28 #4 fA iy A) ae Ba SR EAL a, AIP iz) 
AREER c1 ,eo, 使 对 任何 次 数 志 4 ACH AAA E 

log logH => c,d"log(d + 1) 
MIS emis PEZ [ey 2, Fi 
[PCB(aD Pla, )) | Hoe, 

人 名 (xz) 没有 复数 乘法 的 情形 ,G, Wiistholz Æ P, Philippon 在 上 述 工 作 中 证 明 
Tii antan CA TEO ERETTE, WE a) Pla, PASS MEE Lit 
KEX. 

G.V. Chudnovsky “AEM 720 (2) AR E RRA BEE Gays, 
a EA EQ FRYE TEE IG a), E Cay) (在 Q 上 ) 代 数 无 关 . 这 个 猜想 至 今 只 
一 1 时 被 开明 { 见 本 章 第 二 节 , 推 论 4). 

关于 椭圆 晤 数值 的 代数 无 关 性 结果 的 较 爹 面 的 概述 可 参见 [73](Ch.6, § 4). 

4 出 定理 中 的 证 明 可 知 J (>) MER 

pJi), diz))=0, 
但 因为 不 满足 某 些 其 他 条 件 ,所 以 经 典 的 函数 方程 方法 不 能 直接 用 来 解决 Mahler 
FS) A A eS CTP ALK. Barré-Sirieix 等 人 证 明定 埋 8 的 方法 可 以 看 作 经 典 Mahler 
方法 的 - PREIE ERE 7.2 的 证 明和 相 比 较 ). 另 外 ,K, Barrel23,29 给 出 与 定理 8 
相应 的 定量 结果 (超越 性 度量 和 联 立 冰 近 度量 )， 

大 上 定理 8 的 让 明 , 还 可 参见 [9,10,162(Ch,2),246] 


SPY tæ PAT. ，S9 ， 


§° É F Nesterenko 定 坦 的 证 明 , 除 原始 论文 [158,1s9] 外 ,还 可 息 他 不 人 后 弛 
的 论文 [160,161,.1620Ch 3, Ch. 4) ). ATEA RB Ls E AAA, SWN, 
30,162 (Ch. 1), 245,246], 以 友 Math. Review 97m: 11102 的 有 价值 的 评论 . 与 
Nesterenko 定理 有 英 的 一 些 新 研究 还 可 见 [t1,61,62,63] 等. 
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在 第 一 童 中 我 们 用 Gelfond-Schneider 方法 解决 了 Hilbert 第 七 问题 ,实际 此 
考虑 指数 聘 数 在 茶 些 点 上 值 的 超越 性 . 本 章 中 我 们 用 Gelfond-Schneider 方法 研究 
指数 畏 数值 的 代数 无 关 性 .我 们 首先 给 出 著名 的 Gelfond 超越 性 判别 法 则 以 及 指 
数 多 而 式 的 零点 估计 ,然后 以 此 为 主要 工具 证 明 菜 些 与 指数 孙 数 有 关 的 数 的 代数 
无 关 性 ,其 中 包括 oP olf (其 中 AO, 1 是 代数 数 ,8 是 三 次 代数 数 ) 的 代数 无 关 性 ， 
这 是 Hilbert 第 七 问题 的 目 然 扩充 .此 外 ,我 们 还 研究 Schneider 第 八 问 题 .最 所 ,我 
们 简要 介绍 超越 数论 中 的 -个 重要 的 猜想 即 Schanuel 猜想 及 与 之 有 关 的 一 些 问 
H. 

关于 指数 末 数 值 的 代数 无 鞠 性 的 另 一 个 重要 结果 即 Lindemann-Weierstrass 定 
理 , 将 在 第 六 童 中 让 明 ， 


第 一 节 Gelfond 超越 性 判别 法 则 


定理 1 (Gelfond 超越 性 判别 法 则 340) Ber>i Bari 是 两 个 实数 ， 
Yat ncn, HOt ncn, 是 两 个 递增 实数 列 , y, 8, + (n>) IFA 


Yarl S Go， One S40, Cn = no). (1) 
WU ve C , 且 存 在 z[ 2] 中 的 多 项 式 序列 | P, | ,=。 适合 
degP, <= ôro logH(P,) = Yas (2) 
以 及 
log | Pi (a) | Sa C (a+ b+ ly, + (264+1)6,) (n ang), (3) 


WatA FH P(e}=0( anno). 
AUER, ES | A ie Ss HEA BPC eg JB 


t 


记 其 欧 氏 横 
| P| = (Sed [elii ei) 
引 理 】 EP AQ 是 Z [zj 中 的 两 个 非 零 多 项 式 ,次 数 分 别 为 请 和 9, 则 已 和 
Q 422 MERAH ANA «CC 


第 - 节 Gelfond 超越 性 判别 法 如 ol 


(p+ @ I Pie) Qi maxi Pial, Qe)|)>1. (4) 
证 PMO EHR MCHA AR o ,从 而 (4) 式 不 能 对 -一 切 oC AR. 


KZ, W PAER RERE. AS 
P 
Piz) = Jar, Qlz)= Siae, 
re Q 了 二 站 
它们 的 结 式 可 以 长 示 为 { 见 [ 1071]} 
ily bg 
Up-l a py "n by 
| : dp- | : by) 
R(P,Q) =] ao | a bp? by 
ay dh- i bg By -1 
| at by 
gg Bil pA O 
(Hei a ERJA A 0). 
Pal SAR i Eat GS, p+ g FABRA, FER 
KIER 


Ca? Pla), ot PCa), e, Pla), P Qla) a? Qa Qla)). 
将 最 后 一 行 普 元 素 的 余 因 子 记 为 Ay rc »Ay, By, B, WAS 


g È 
RIP, Q) = N Pla)a® iA; + > Qlaja’ worm 


R(P,Q)<|P@)| SIA 4 Qll Bl 
由 Hadamard 不 等 式 { 见 [26]} | 
[A IPI IRIS Bi Pll Qe 
EIRC, Q) E1, kig 
Kgl PODPIER + plate Pl Ql 
<p trg) PI EQ l fmax Poli QOG, 


由 此 得 (4) 式 . 
#ilal > 1, SWE o URAR i 4 (2 =1,2,…,p+g}) 并 加 到 最 末 行 ,于 是 最 
ARF AE BR, 
Ca PPa), a? Pla), ya PI Pla), 
a Wla), a IQla)j, a POLO ad), 


，62 ， SOUR ”指数 哆 数值 的 代数 无 天性 


由 此 是 以 类 和 似 闻 得 到 (4) 式 . 引 理 证 毕 . 
5| 理 2 设 P,…,P EZ[z],d= 5 deg P; , Mij 


HP <2? TEP | (5) 
证 设 TEZ[zj] 且 有 分 解 式 
T(z) = aox JI (2 ~ a), (6) 


f= 
其 中 t= CT} rt t=degT, H Hy" "" 5 Oy FEER, TE t&degT FFB 
I TCE]? = [aol [E |e ~ a|’. 
记 arga, = 26, , HR Ee eB 


| es - g,|?= (1+ jafi 2| a 


we Fay | yal + cos2r($ - 9)) | 
> (1+ |a Dhi -EA + costed = 8) 
= (1+ | ag] )?2-7] e- m4 | 2, 
于 是 
O ITE Jal?" TT 0 tla PII le — oral2, (7) 
& M= maxi TC) l= I TCE) JM ~ 


LPi = (Pire a] <m, 
LARM < |ao| [] + lal), WERI 
k-i 
| T(e™) |2 SMY Il | ens 一 pm, | 2 
2 | T j aT] | pmi L ent | 2 (8) 
id Po = Pi…P,, 并 且 用 a 表示 Pi;,…, PP, SPIES MAP. 与 (6) 
式 类 似 地 定义 .注意 d1 = Dr < > JdegP, < d ,应 用 (8) 式 可 得 


o 5 di mi 1 
| Polet) 22] | WP. | 2 TT let? — en |2., (9) 
-1 kel 


d di 
注意 多 项 式 U(z) = [| (2-2) = D at p, bol = | by, 
0 点 一 向 


k= 


= 1, 所 以 
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一 ma — Imao 


| Ue) dge = Yul? 2. 
于 是 在 (9) 式 两 边 对 6 RUPEE 
1 Pol? 22" T] H PAN. 


出 此 可 得 (5) 式 .证 毕 . 
推论 1 在 引 理 2 的 假设 下 有 


TI HPD < êH T] P,). 
W 易 知 对 多 项 式 POCle|,H(PI<S 4 PISAVI +d (P)H(P), ICh 
《5) 式 得 
TL HP < P| <24 12 |) Pp | 
t=1 1-1 
<2? STF dH(Py) (Py = TIe.) 


A2 1/14 d<et(4 d0) , 故 得 所 要 的 结果 . 
引 理 3 i aEl „PEZ [z], ,degP=d, HP} =e" FF F, G EP 的 两 个 非 零 
RAF , Wl 


max( | Fla), | GD) > e Met? (10) 
证 Pii FAG HERR See 
P< (f+ ge) | Fl || Gl max | FCe)|,| Gla) ]), (11) 


其 中 f Allg 分别 是 已 和 G 的 次 数 .由 引 理 2 得 
IF GIS ri lel PEIGI] <27'7 4 Pl. 
因此 有 
IF RTGS] FI LG IDETE 2 let yp | aot 
但 因为 
| Pll SH(P)(d +d! = ea +1)", 
以 及 deft g2, FER (d +1)'7<(c2)4 , 故 得 
(f+ g) | F | E | G | Fc gpd Ma 12) fa-Da ey 4 pia V2 
SAD Did 12) (4 ) ld-Da fd LJA 
= de od DR e aldth) | 
由 此 此 (11) 式 即 得 (10) 式 .证 毕 . 
引 理 4 设 a€EC .PEZ[Tzj 是 一 个 次 数 431, 高 万 (P)= 坟 的 多 项 式 . VB 
A, 223,423 是 两 个 实数 , 且 
log| Pla)! S-d Alh + aad), (12) 


， 6d = AME RRR AE 


一 一 


WA 叶 的 一 个 因子 民 , 它 是 z[zj] 中 的 -个 不 可 约 多 项 式 的 窜 , 并 且 
log] Ra) | <- dià,- DA + CA, -1)2). (13) 
证 #7 d =1 WR R=P A AR 22. 将 王 在 zz] 中 分 解 为 不 可 约 
P = aPpeP,, 


其 中 a EZ if P, EZ [e PATA ERRAR, Ae 
|Piedl<- | Pala). (14) 


现在 对 每 个 整数 0L <m 来 比较 
lal II eCom T Pl ( 宅 积 约定 为 1). 
Yim APOLLA 
al [TIPO] 1. 
“4 =O, Alal 21>] Ple KA 
lal> TT) (al. 
因此 存在 一 个 整数 Ein AE 
la 上 COESO 
it AL 
el IL iP < Wl Pied], 


将 引 理 3 应 用 于 多 项 式 a。1] P afln, ,得 到 
fal lL [PD] > e Mae, (15) 
同 理 ,将 引 理 3 应 用 于 多 项 式 = 了 已 和 [| P, ,得 到 


II IP lo | > e ddth) (16) 
(15), {16) 式 可 知 
[PCa)| =lel TP(Ge)|. | P:(a)| ， I | Pi Ca) | 


`% | P;la)|e 2didĖih) 


由 此 及 (12) 式 可 得 
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| Pla] < e -(a,-2)dh-(a, -Dd (17) 
WR ALARA 4A Pi D S] PCa), 于 是 将 引 理 3 应 用 于 多 项 式 P, 
和 P- 得 到 

- dld +h) < log|P,(a)|. 
但 A3,A3, ERS OPAT H , AE i=1, 从 而 


jal [Pal < J] P. (18) 
仍然 将 引 理 3 应 用 于 多 项 式 aP, #0 II P; ,得 到 


bg Pala)! >- d(d +h), 
于 是 
[Pla)l= lal | Pye] TE Pto l> [Pile rh? 


K R= Pi, 由 上 式 并 注意 (12) 式 , 即 得 (13) 式 .证 完 . 
定理 1 的 证 明 
1 在 引 理 4 中 取 


Ay (at+b+1), 


O Ön 
~ degP, GAF HCP, ) 


=h; =o (2b +1). 
WAHE] 的 假设 知 A 23,23, HORRE OP, (Ce) (nny ÄERER 
(12) .注意 


Orn nY. 
Mp lop HP nn 
1 degP， log H(P, 了 (Ca 十 已 十 二 一 degP . logH(P.) 


Öp Yn 
Sgh. - logH(P, yta tb), 


2 2 
a -1>(s ) (26 + 1) - Fara | > (| "26, 
因此 由 引 理 4 知 对 每 个 整数 nn 存在 不 可 约 多 项 式 QQ, EZ [zx] 及 整数 Sl 
使 R, = Qz|P, ,并 且 
log| Rn (a) | <~ 8,((a + b)Y, +2b8,). (19) 
2° 由 引 理 2 可 知 
| R, | S221 || Py, 


并 有 日 因为 


-6 的 ， RUS FARRAR AE 


- —— -- — —— 一 ”一 一 - 


| Pi <= + degP, VHP O <= +) 
VAR 
DAANA eè (48, S2), 
PTL nning 时 


| R | a 2 eheh = 28 ty, (20) 
3° 因为 y, Me, 单调 递增 ,所 以 由 (19) 式 得 
inaxflog | Ra) | log | Rala l) < nlla + py, + 268,). (21) 


MAW deg, SdegP <6, , BE a (20) AIC DE 
(deg R,, + degR, +11) i R, | dgR,,, | Rast i deR, 
<6, + Onat) | Ra | ee | Rari f 4, 


(Sy + By yy PZT Ber eet Peer Eons For Ph 
PPLA CAL RON (22) 
HOD DACDAR ASE 1 中 的 条 件 (4) 对 多 项 式 R, 和 RR, ,| 不 可 能 关于 所 有 
a EC 成 立 ,因此 R, = Q FOR. = Q7 PER. Q, HQ, FAA, At Q, 
= Qu H nn) RN Q,=QEZ [2] (nen) g= dQ. 
4 HH (19) AA lim Q (a) =0, Fee me Qa) =0, 或 者 lim r, = + of] 
| QCa)1<1.18 & =degP, SdegR, = r,g,7r, 0 所 以 在 后 一 情形 可 由 (19) 式 得 
log| Qtfa)l = r, log| Q(a)|<- 2682 <- 2c rt, 
于 是 log| Q(a)| < -2dg*r, ,也 得 到 O(a) =0. 
因为 我 们 总 有 Qe) =0,8r i a EA, AR Q P(n) i P =O(n= 
ny). 定理 证 毕 . 


Z? ”指数 多 项 式 的 零点 估计 


定理 2 (R. Tijdemant2391) it p>0,p Ag 是 正 整 数 ,并 日 
F(z) = SEG wer 0, 


其 中 gr EEC, aRED,k=0,,p-1: =1,…,g. 那 么 F(z) 在 图 | z| 近 6 
中 的 零 鼎 个 数 
m < ¥( pq + pD). 
其 中 y>0 是 绝对 常数 . 
我 们 首先 给 出 下 列 辅助 引 理 . 
SBS R 扩 z) 是 整 函 数 ,| zj 人 1 是 一 个 无 穷 复数 列 , 则 对 于 任何 ECR 


第 OY PRES GRAY AE ET : &7 ， 


{ff we 9 r max! zi lepi sce ty ORA E 


f(r} = fle) + Saye — 2,2 a) + R, (2), (1) 
Jof! 
ask f Odat 
aon ont Y, (E ~ zpe {E - Tear 
2) ek T 22 2 fg 
R, te) 2ni F l -y Esg’ (2) 
证 E bk 42,2... z IESE 
1 _ — = | jose , era Cz ~ En 4) 
C- 一 {ees E- aele z) 
ro zy) 一 gy) 


(E-z) ie -Zn ET 
用 上 152xi 乘 等 式 陋 边 ,并 在 圆周 | =r, 上 上 半 两 边 逐 项 积分 , 即 可 得 结果 , 车 理 
LEHE, 
定理 2 的 让 湖 
BEAL A, Re HE z Sp THORS TRB) I gpg(z)={z- 
Apir A, ),R=2¢, 00 
max le(2)|/S GR)", max | p(z)|<(2R)”. 


Mil M(R)= max | EF( =| Fix W 


| | F - MAR 
may ax | fl < max |E a 
于 是 
< EMAR) M(R)) (3) 
log(3/2) 
2" As a ig po >l m0). id ad = pq. 用 zoe, ey 须 次 表示 集合 
laaa a PREK JE 
D an pk 
wz) = (z-2))lz2-—2,) (>). 
将 引 理 5 应 用 于 滑 数 fCr) =e" (yEC) FR n= 得 
Jt 
e = Z Ajay (2) + Railz) = P,(z) + Rylz), 


} 


fifa Ay ~ Lrewy = fle JER 


一 _ i EN 一 -— etde — i 
; ARS) = 7 J (一 zie (fx, i)? r> pD (7 >0). 
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一 =- - -一 -一 一 - 一- 一 -一 . 


中 (2) 式 易 见 
RY (e) = 0, h=O,,p-132 = 1,.…,d, 


因此 
Piti{m) = ye™, k=O, ,p-—1sf = leg. 
ay 
c 
P iz) = Dar, a, = aly), 
zo 
FAL s= min(p, t), WS 


Fiy) = Sa Haur PY) a) 


是 一 让 f-1 


| 

Ai 
Me | 
ig 
人 
(“i 
a 

Ls 

ar 

= 
Z 
A, 

Ar 


"lf 


me 
l 
zm 


Ha 39 Cu tere), 


1 [Mr m =, at 1 
r 1 fi ' el 1 
Am -二 二 总 


m 
= 
= 


& 
h 
= 
it 


(4) 


名 
p! 
~ 
= 
Te 


H Cauchy 公式 
F0) — El f 下 (DG 


可 推出 
FOOLS MI RYRT, 


于 -是 出 (4) 式 得 
FONE MOR) YT Ia IR. (5) 
3° 数 A, JERR e [] (5 = 24) ERRI £1 > D 中 的 Laurent 展开 中 ! 的 
系数 ,其 模 不 超过 函数 Ol r- DD O ARRERA AD, 所 以 


1 bdr 1 ， l 
|AS ERI tr- pyt 7 T| (ei Dol = Ll eno. (6) 
4° HFA 
d-i 
Har = PPO = SAO) 
及 (56) 式 可 得 


yi 


一 上 


Şi ee yD = yy 
alsa, : wD = Diyke 
1=t 


第 二 节 指数 响 数 值 的 代数 无 和 性。 i "9 


二 | we (7) 
令 .y| 一 4R, 则 由 (5) 和 {7) 式 得 


Mid) <= M(R) > (ayer < MIRJA 822 | 
r—fh 
rH Ae (3) FR BG Pi R. e BE 


第 三 节 ”指数 函数 值 的 代数 无 关 性 


定理 3(R. Tijdeman!?”-) 设 复数 apana 及 mo, po m PHAR, 

则 数 
apeh, &,7 =0,1,2 

中 至少 有 两 个 代数 无 关 ， 

EAR. Tijdemant*”) 设 复 数 agaa 及 my DMAREL, Wg 

aps mes, k= 0,1,2,7 = 0,1 

中 全 少 有 两 个 代数 无 关 . 

推论 1 to PEA, a 40,1, degg 23, WIR 

a® a? a” af 


中 至 少 有 两 个 代数 无 基 . 特 别 , 若 deg8=3, 则 数 a? 和 of 代数 无 关 . 
证 在 定理 3 中 取 a, = 9, = Ploga.k,y =0,1,2. 
推论 2 设 aEA,a 关 0,1,1 名 A , 则 数 


! t r T 
T 4@ oa 


[MEAT … 个 超越 数 ， 

证 ”在 定理 3 中 联 a5, y5 loga, k, j =0,1,2. 

推论 3 Wl apaia A Pos 8,CA, E logag, loge; logas Æ 1.89.8; HO 
线性 盛大 , 则 数 

ah, k=0,1, = 0,1,2 

中 至 少 有 两 个 代数 无 大 ， 

证 “在 定理 3 中 取 os- poa = i,aa= 1, RT y 代 以 此 处 的 Joge ,j=0,1,2. 

推论 4 Me nie" Me NS AW MERLE. 

证 ”在 定理 4 中 到 =l, pial, a Sn, az=mi, 并 注意 的 超越 性 ( 见 
定理 3.4), 即 得 结论 . 

SE 最近 Yu. V. Nesterenko 证 明了 x 和 ex 的 代数 无 关 性 { 见 第 三 音 第 三 
wv). 

推论 5 设 a BEA .aX+0,1. deg S223, May 
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loga ,af ,of ,ap 
中 至 少 有 项 个 代数 无 类 . 
证 TEEME 4 PH a, = 8. 9, = Ploga, hk =0,1,237 =0,1. 
推论 6 设 过 0, 而 *&A , 则 数 


小 至 少 有 一 个 数 与 + 代数 无 关 ， 

证 AA PR a, = A, = ot) 2 =0,1,237 =0,1. 

H 3 的 证 明 

i F AQ IMA 

ap, eL, &,j =0,1,2 (1) 

所 得 的 域 .由 定理 条 件 可 知 ag, no 40, a1 “agp SQ. ag, a, Be BARB, A A 
Gelfond Schneider ECE 2.1) ,e% 20 = (ew%)"%w 是 超越 数 ,因而 下 不 是 如 的 
代数 扩 域 . 设 tr degF<2, 则 它 等 于 1, 我 们 要 导出 矛盾 ， 

由 第 一 章 第 二 节 可 项 下 = 久 w, HEP o 是 超越 数 ,8 是 Z ol EETA. 


WA 多 项 式 的 根 ,故此 多 项 式 的 系数 均 可 写成 ST Bwt( 5b E Z) 的 形式 . 记 4 = 
dero t. 于 是 (1 中 的 诸 数 均 可 写成 下 中 的 整数 的 商 的 形式 . 令 T 为 这 些 商 的 分 
ERRER, FIE Tay, TOPR, =0,1,2) 均 是 下 中 的 整数 . 


ih EELA E, et ee ?都 是 下 中 的 整 元 , 且 存 在 有 理 整 数 [J = 
Ula, ER V= View, CREM AT e829 


-I dl 


g= V Siy att (r = 0,1,.,24 一 2)， 


由 -了 了 = 
其 中 VEE .| Vay SRV (AHO, 0-1, 5 0,0 d — 1g 0,0, 2d - 2). 
我 们 现在 先 给 出 下 列 引 理 . 
引 理 6 i FER, s EN, aR. WR A, A 是 FF 中 的 整 元 且 表 示 
为 
ood pj 
A, = >) D apot, ay EZ, alSai1 雪 二 赤山 


k-i 了 一 日 


那么 A = [| A 可 以 表示 成 


sket 1 di-l 
了 +# + 
A= >, Ddjatet?, af EZ, | ap IS rat)’, 
£-0 j-ù 


Hel U Gi tit, a eM oe. f 有关 的 正常 数 . 
证 ALA SEP 中 整 元 , 当 s=2 时 有 
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1 
4 


— Bok ly 
A, A> eo os Cpt | apace a 
-Ü A- -0 9-0 
ft 22a 2 
2 ; 
一 > 2 pit Com E € Z) 
K U -Ü 
NEE U- 1 int 
— 了 i WO A 
T g D nt 2 oe Vi G 
HÜ e- kvu -ü 
Hint 了 


7S 
= Ddy (dy EZ), 


Hop 
ap, <2dUV max | Cy |< 2dUVmin( 2, tea < 2UVid* a, 
于 是 用 山 纳 法 易 得 所 要 结 果 . 引 理 证 毕 ， 
在 下 交 中 我 们 用 N 表示 一 个 充分 大 的 正 整 数 ,从 而 产生 有 限 多 个 关于 N 的 
下 界 ,特别 ,用 No 表示 其 中 最 大 者 .还 用 co,cl,… 表 示 正 常数 ,它们 仅 与 mm 及 


,有 并. 
2° pg 
K t K-1 K |1 
f(z) = 2s 24 de ACko ki ka)exp( (kono + kya, + kyaz)z), 
if] ] 2 
yo 
Al ho. 8.2) = >) ClRy by bo Rat, (2) 


E=() 
手中 Cipki Ba RIEZ ,并 取 
K = [Nog NI+1, p = [Nog LN] 41. 
xf J S,79.7,,82EN BOL Cnamy + nyi t nop ECP YE HBR. 
IE 


"= [2¥N¢log PN] 41, g = [(2¥ + DN og! 4N], (3) 
(HF y 见 定 em 2) ITN 充分 大 ,使 得 
poe S°+9KN, 


于 是 
FLOTE TETEE ES. 


- ULETE + ym + nonz) 


3 


| Kd K ! 
= TN) D D DIC Cho ski ka kt 


” ( Epa 十 Ria; + kia expl (kpap + Ria, + kran) nom + 72 MH + nz 2)) 


cs — 6, l, *— Ežo = 0, l,e, N- 1) (4) 


Lp. BAE MERER 


=- -= ~= -一 =- — — — — -- — -一 -一 - 


是 下 中 的 整数 . 
WF by ky kC K RK pis SSR ngno mN. KS 
Peat (Raay + ae + kraz expl (koan + kial + Reaa)( nono + nin + man)) 
是 不 超过 pp + S* +9KNG Spt prt F AS eR N OK), IA 
perish o TAEA 3 成 
Hlg- 


> Dw Bs ays tye 72s ko kukn kgg), 


q- Dy -0 
其 中 colnet py Als. no t) EZ, HIB(s, no) | Sexples (4 p). F 
是 由 {4) 式 得 
A 
fn a ina) = 25 DoS DE DTD DC ka ki kak) 
4 OU 91 -1 Éa 0 k TT fo 此 = 站 
BCs, no ns nas ko ki 3, Gg) 
(3 一 0,1l, S? 一 Ls toe nts 一 1, 一 1}, (5) 
其 中 
pi SZ oN log I N, loglB(s,no. nt) |< caNilog PN. (6) 
A 
? 
S = [(2de.)"' NFlog ?2N]. 
我 们 来 选取 Cl ko. br 2 二) 使 得 
Fisna =0 (Ss =01 4,5-1 Rasya = Ol ,No i). 
(7) 
为 此 可 应 用 Siegel 引 理 13 引 理 1.12) .以 CORD 二 天) 为 未 知 数 的 线性 方程 组 
K -] K- {TA 
> `> > Y Chg kr kas RBCS, ng) = () 


上 Oe, by -O4-1 


(s < S, no nong < Nig < Bis! < ad) 
上 ,变量 个 数 n= Kb, EPR m= SI wid, HF n> N*log iN, mAn” 


log “六 ,所 以 确实 存 存 不 全 为 零 的 CO ko, kiska ) 使 (3?} 臣 成立 ,并 且 由 (35)》,(6) 
式 得 
| CERos Ris kak) 1< KI prexplcyNlog !7N) +2 


<explea N log :2N). {8} 
3 AT), as SORTA 
voy ob TH | z= Rog — mim ny FL) 
fiz) 5 itn | [人 二 一 


nn ür, — Un, 
Ma ane 


—— - 一 = - —— -一 一 —— - — ---—— 一 — 


(lz NË). 
PERE AT (2) 8) FH 
max, | f(t) | expt cs N’? ) ， 
因此 由 F BIES dea aI 


2 


Ns 
2N? (csN9?2) 
max | f(z) |< NE -一 人 
lz n AU L nya? — Ne 
2 2 
<exp(— c,N*SlogN) 
scexp(- ¢7N°log PN). 
注意 (4) 式 中 的 数 
Le -mš $ fodz 
fs Mons na) = 2 az nop mm nop 
因此 得 到 


| fCs, mas 1.72) | < expl- ca N log 1/2 NY} 
(s= 0, fe, S — lingan = 0, L,e, N- 1). (9) 
4°14 aoaia GRHELR, w 是 超越 数 , 而 Clkokikn k DEAT, Ai 
(2) sta A0. Hie AE 2CRR p =1,g¢ = K3, p= N?,D=coK), f Elre ENI 4 
的 零点 个 数 不 超 过 
YEK? + coKN2) < 27N6log-32N， 
条 由 (3) 式 可 知 满足 5 之 S* 及 ngs tp. to CN HRH], no nin BTA N S' 
E2 yN og ON ,因此 ,注意 (9) 式 ,可 知 在 这 些 数 组 中 存在 -一 织 上 了 ,元 6， 元 1， 
noi TAAL 


O< |J F, Ao 1,22)) < expl- cgN®log 12N). (10) 
SUA CS noun o ADE FP PHEA, RNE HE 
Al ad- 
fC 5.79,81,79) = Plow, = >, dala, gett, (11) 


Her 
n SecgNPlog N, J alysgy)| <expleyN log !4N). 
Py BfEw,e, 的 和 多项式 , 令 (Oa 6, POR © ERED (w) 中 的 共 
d 
Ha 7 wll Pals) = | | Pv{w, pie) +0 PE Zl el ,并且 由 (10),(11)7 式 易 得 当 
N .2 Ng 
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a 
0< |Px(w)l=| Pxlw. O| {| | Ente, 07) | 
ko? 


< exp 一 cg NÍlog LN + cj Nilog PEN) 
<expl-— cp Nilg TN), 
PAM 
max(degPs; Jogi f(Pxy)}) < cuaN log (FN. 
现在 在 定理 1 中 令 y= ôy = ca N log IN (NEN), a = 6 =2, BUM wEA ix 
HRBET. at HE 3 TB 
定理 4 的 证 明 
1 F EQ AS SIV 
agama et, k= 01,237 = 9,1 
所 得 的 域 , 设 eg. OA. ao 加 天 0, 故 出 Hermite-Lindemann 定理 (定理 3.4) 1 
Hi expl ay yo) HERE RY , THE FARR PRB E. 我 们 如 tr degF =i, TEK w, 
Ci R= Q w, g, RH w PERR, CES (oe) ERAK, HAAR T 使 
Ter, Ty, Æ Tea (k =0,1,2:7 =0, 1) F PRR. 
2 PAi Ah BY PA aX 
K-1 K 1 K-1 K-I 


fz) = ISS >》 ACh By bas bs) etexp(( koao + bya, + £03) 2), 


ky OF, — Ok, = 04, =0 
p11 


Alkoskis kr ka) = >) Cha, by ba, ka) wt, 
k-ü 


其 中 Clkg ki k2, kD CZ, 并且 
K = [Nog PN] +1, p, = [Niog FN] +1. 
取 
S* = [2yNtlog N] +1, p = [27+6)Nziog IAN]. 
WN EPK pK + S* +6KN ,而且 
Fs, no nl) = TAC nono + mm) 


K- K Lfl EP- 


TDD Sy Claohis ats) 


Rk Mk, + 0b, DE 
(x exp(koay + kia t Axa), notot™ 
(s = 0,1,- *— lingi = 0,1l, N-1) 
是 下 中 的 整数 .由 引 理 6, 习 可 


mt l-i 


` DOCK BCs nonis ko kpk k3 kgg), 


q- Ug, -0 
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TOE pS pu BOs ny EE ,|Bts. ny ttt) |Seexplcyspe}. 上 是 


里 
yb gy ALK OK 1K fj l 
, 1T AAA 3 
FCs, Roi) T yw! p2 SVN Cleo kik kak). 
a-ig -A in DATOR -UR -0-0 


Bos, no nlskor k koka kg gi) 
(s = 0,1,7, S* —lsag,2, = 0,1, N- 1), 
其 中 
HeeNlog N, log Bis. now) |< cgN?log 1° 


= [(2de15) IN log N]. 
由 引 理 1.12, 休 选取 不 全 为 零 的 Clho hp br ks k) EZI 
fis ngon =O (Bs =6,1,°°,S —1lsag,n, = O.1,°°,.N-1), 
并 且 
| C(kos kiskn k3 k) | < explcygN*log 2N). 
3 由 2" 中 的 结果 及 表达 式 


voy TT (zenun A) | / 
f(z) 7 27i f Te Ty (peeun) -z ds els Nt) 


n,—On, =O 
Inwood 


可 推出 
| £€3,20,71)|<exp(— coNtlog SN) (s< Stinga < N). 

4° iH 20 p=K,g=K?, p= N°, DS caK) AHERE S, oy, 

NN, 使 
O< | FCS. Ao HI)| < expte cN log? N). 
5° 类 伺 于 证 理 3 的 证 明 ,可 得 多 项 式 PEE[zj], 适 合 
0< | Pulo] < expl- cmN4log-13N)， 
cae oc, < ca N? (ON. 

于 是 出 定理 1 推出 ww CA ,与 假设 矛盾 ,内 而 定理 得 证 . 
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Th. Schneider "I 4:4 BP SPE AE ee 中 至 少 有 一 个 超越 数 ,此 即 所 请 
Schneider 第 不 问题 .20 世纪 70 年 代 初 M. Waldschmidt! 1] 和 W. D. Brow- 
nawell | 独立 地 肯定 地 解决 了 这 个 问题 ,M，Waldschmidt 给 出 了 两 个 不 同 的 解 
法 .现在 给 出 他 的 -个 证 曲 . 

定理 5 (M. Waldschmidt 3") i up Æ onv TIO REAK, HI a 


了 6 、 PAR d FB Sic PRT PRR AG 


= exp nit) 8 =explw.u JCA » MUA 


Ups, Uj, Vz, g2": (1) 


中 有 两 个 数 代 数 无 关 ， 

推论 1 Me, 中 有 一 个 超越 数 . 

证 在 年 理 5 PRR uy = v2 = 1,42 = vy =e. WR a = expfaw)=e 和 8= 
exp uzvi) =E 都 是 代数 的 ,那么 (1) 式 中 的 数 即 1,e,e 中 将 有 两 个 代数 无 关 , 这 
HeCA XG , 故 得 结论 ， 

推论 2 如 果 expr CA AA c Hx (CREE. 

证 EEM SIPE usy Srm = v2. = 1. RPA ORE edef 
mi AA a =expla)v,)=e Ñ B=expluzv)= -1 PTIT aE A HE e Hl x 
的 代数 无 关 性 . 

注 1 e fl x BARRA KIS RRR. 

推论 3 We, PB, YEA, YEOH loge 和 log BG 线性 无 关 . 则 数 loge, logs, 
a? P 中 有 了 两 个 代数 无 关 . 

证 ”站 定理 $ 中 取 u= loga, u= logh, vi 1, 0. = y WBA. 

FF HEAR EES A SS IL PS). 

5/32 7 (Hermite 插值 公式 ) Be A OEPKE o A RE B GERYI z 
FIT do am EP, a: Fa, GA hs EN 9 WLR F a1,，… ,a AD 2 CO 47 


等 式 
no = 二 上 [easy Khat 


— > L St) Eto (ay) f ney (E-a) dé, 


EE r. Gg bb— 
foul ps 


其 中 p 20 足够 小 使 得 区 | 一 al =o AT @ RAGA z Malki). 
证 设 0<p< min |z -al HEIE- ziS 属于 g. 由 贸 数 性 质 得 等 式 


2nid ANE a) Y- 
mi L, a 

Sa d Way E 
tag UE Ee 

=, ini J 了 (a E ` cae Fae ae + fle) 


RIRO Schneider 第 八 问题 的 解 _ 97+ 


ISEH g fhaa, Eades fa), 


| i id j 一 一 
si, ania! elpt C— ag Ç 


出 此 可 得 结果 .证 蛙 . 

引 理 8 设 复 数 Aee, ho 代数 相关 , PEQ (At Alr EE Pla) =0 
出 具有 最 小 次 数 的 妥 o O FEB Soh. 如果 QEZ Ae], 
Qlo=O0,IBA Plz) Q(z) HMR p EP OREA, M Q(8)=0. 

证 RIA O02) = PCz)g(2) 4 Pole) AF PERL, A, 2] degPy 
< deg P. FÈ 

Qw) = Plwiglw) + Pelw), Pole) = 0. 

il deg Py<degP HEE Pol z)=0, Ali Pie) QCc) FFM, Q00) =0. TEX, 

引 理 9 或 乡 是 超越 数 ,月 复数 ow, BSE RR MERN Oy = 
YO ey wm) 具有 F 列 性 质 ; 对 于 任何 区 项 不 Flz, zi en ED [2, 1 
tml H O= FCG, w wn 40, FEES BOHR P{z)EZ[z] 满 足下 列 诸 条 件 ， 


G) 0< PCO) |SLrer le], HP L=LCP) d= > deg, F + deg F; 


Gi) LOPS Le”: 


Cni) deg PS yd. 
HP = I Re) REZ (Boa, a, Diz], RÆ0, R w) = 0}. S| 


ie EAE EEE Tiu, eZ [usu fi TO, wn) =0. tO HIR RTE 
ATCO, 2) AS A TCO, 2 OR, A GES A R,(z) 表 示 a PRR NS 
ist, Flic deg, (e)=v, 087 =u, 57 we) 是 它 的 全 部 零点 ,并 设 Pn oom OE, 
ol 和 tn F 是 它 的 最 两 项 系数 .于 十 


Dm m ripi i FIO, wp ;1 By?) (d,, 一 deg, F) 


JÈ a) eeg eu a) 的 对 称 多 项 式 ,从 而 pm REO, wo. ay REZ 中 的 多 项 
A, aR BD 

Pm = Onl Arw wt) Qe, 210% tm 1) E Zleszy gn]. 
FRAT SA tik 

Ci) OQ, Oan wm TL (ery, Yo | Bs 

(CH) L Qu SS L arte; 

(ii) deg: Qp Ev deg F. 
MAF Pn T0, WEP FOB ws, om- 0w), RIE 8 REM EO, ooe, 
ay 1+) =O, 2% SERF JA. AE On C8, itty wm — 1 EO, 

用 Qul zrs zm- RE Ferz es ty) BEBE LR AEB SR A sf GI 


78 、 第 四 章 指数 星 数 值 的 代数 无 关 性 
EPEHA PCe PAR RR y. 引 理 让 毕 . 
引 理 10 Oe pENo,a, Ci GET, HE 


Ag =0, AoAn «0, (2) 


其 中 A, = Poi. GP, €E Zl .2,/0S 7S m) .TO L = SI LCP, ),n 
7-0 
= max deg, P, (215°, zp) .那么 对 任何 + E No 有 


AQ 
“ter gered i (3) 
Fi 一 An Tola, Cis Ea) = Ao T le, E), 
其 中 Q., TEZ zo, zi zp] JFE degzoQ, 和 deg, T: m — 1; degz,Q, 和 
degg Slr + n SSL QOR LTOS LTL, 
WE ”我们 只 对 o"t 进行 证 明 . 当 r=0 时 ,显然 结论 成 立 , 设 它 们 对 r=g-1 
成 立 ,那么 由 归纳 假设 和 (2) 式 可 得 


四 一 之 
a"? one E = AD 日 。1(E)am + 2 Baga) 
m 2 mt 
= Ant (3) Ba! = By PAR 2, Ae’) 
= An! Qla, E), 
并 且 
deg,Q, < m— L; deg; Q, < max deg, Ba t+nuSngtn; 
LIQ) LQ -DLL Tt. 
于 是 (3) 式 (关于 aoa"! 中 成 立 , 引 理 证 毕 . 
定理 5 的 证 明 
1° (1) 式 中 的 数 中 存在 超越 数 .事实 上 , 因 ae AO, RS uy, EA, MK 
Hermite-Lindemann 定理 (年 理 3.4) 可 知 exp{ wj vo EA . 现 设 86 是 仁 } 式 中 的 村 个 
邮 定 的 超越 数 ,并 县 假定 定理 的 结论 不 成 立 ,那么 (1) 式 中 其 余 的 数 6 ,…,9; 均 与 
ORAS ,因而 存在 适合 下 列 条 件 的 多 项 式 
pilowy) EZ ry pl vy) ED PAG) = 0 i=1,,5, (4) 
FNS SUA. 
2° WA,NEN 3A,N23.4 
p = [A’N*log I N] + 1;g = ANI! N]; | 
0, = FANlog ^N]; C = PQ N be N: p (5) 
S = [A N log NX = AN; Y = ven, | 


第 四 节 Sehncider 2 40] E RT RE 


g- KS "2, les 
fle) = >) SD Sick, Pye do) xt a | 
Ava "OF, a 
| 
— Ten Riu 
一 Clk, i)z Cell! ary - (6) 
Eal 
E | 
C.l) = SCR LOE, CRI ELE.| 
t=0 
于 是 
fle) = Scand |? Je {kh =g Í) 一 "ivy 十 leva) a efi” ESIE 
kal a= 


(7) 
PRP ALY. 表示 与 N MA 无 关 的 正常 数 ( 它 们 可 能 与 a ,2,8,6,4,,z 
BR). 
如 果 rr ENg 21,29 X , M] 
FA ETET + raua) = falas, 00t s) = fx 
#2 0,8,8,0,,7°,05 NZ 上 的 多 项 式 .由 (5),(6),《7) 式 易 见 
degat; xo GEE af x < A N og N, 
degaf; xi dega fi. cA Nlog N, > (8) 


L (fog) KAP N e Nmax| CCR Lt) |. | 
PH FSR o 和 有 的 棚 小 多项式 ,应 用 引 理 10 可 将 广 PRET 
fie , M mj iy FE 


My Oy Y 


fox 一 pia) def > Sie ACs x) Ti Ges gs Fs, | 


ay =a, = ty 0 | 


A(nys,x) = D> CR TI Btn, s.x,4,1,2), Binys,} Cz | 


A.l? 
NO A eA N g N A O ÎN 3A 
li | Bín,s, =) Es A 3 + Na T CaA N log N, 


ELS 

其 中 站 的 荐 多 项 式 phu), ps0, R a 和 8 的 级 小 凶 项 式 的 最 高 项 条 数 
之 各 . 

现在 我 们 选取 系数 C(tk,1,t)EZ 使 所 有 的 数 

Ansan, 一 有 Oo Ssazj,a0 =O, X 
PES OAM AR A ts BERT BY 

nese Ny DDC yy t+ Ld lye + 1K + SI DEN cÀ” N®log TAN, 
上坟 知 数 (CCR EL PRA 


+ BU 第 四 章 指数 消 数 值 的 代数 无 关 性 


n= pg tig t D ce ARN®log "N 
HIA ARAR. EEG, OOA, MH Siegel 引 理 ( 引 理 11,12) 可 天 确实 存 
fe COR AA) 2 AA I 


PCr, + ozot) =O, s = 0 Sizi = Ose X, (10) 
IP A. 
0 < max CR LOIS C. (11) 
3° HAI Cauchy ARAS 7 并 注意 (10) ,我 们 得 
人 — 了 d dy 
Pa) = =e apf Gone 
xX Std 
i Y Tripo Dota F EdE 
CE D gees) Ey (12) 


. 
IEI- 


es= uji t+ lwol,eg=loyl t+ ivl. HOS), 06) ,011),{12) 式 易 得 
max LAU Crpay i rous) exp — 5 wnt | (“4 A Se Aa = Ay). CES) 


4° 将 定理 2 应 用 于 FNR galgi tligt) o= cY, D= ecg) 7005) 
AEE Se 中 的 零点 个 数 
¥(pg + pD) = cgt AT Nt log N + A N log!” N) = W 
而 不 等 式 (113) 被 
(S+ D(Y 41)? AN og IN = W, 
个 数 PO riut egu OLS; NS2,, 728 Y PP. 4 Ale ase. I 
W> W.VA EPRI (riut zxaaz) 中 有 -~ 个 非 零 , 设 它 为 
fP Cau + azu) = foa 
Ala AGN ABA OF, aE, Gia MBL 上 的 多 项 式 , 由 (5),(6),(7) 
上 及 (11) 可 知 
degafs.a s dega fra = 
degafo a degafs.g <= ATN g! N, 
5 HK EQ YRA a. 8 ARGO, es 中 可 能 存在 的 代数 数 ( 设 它们 是 @,.,, 
下) 所 得 到 的 域 .在 foa PU a Bo Ora Os 换 成 它们 的 共 罗 元 ,并 将 所 得 到 
的 数 与 广 ,。 相 靳 ,并 乘 以 这 些 数 的 极 小 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 的 适当 方 寡 , 我 们 即 
可 得 数 
FKB) 二 下 Ne 和 Zigg” gyl, 
JHE), (14) 2049 


CoA? Ne “iog O4N, LIF, ws <x Ath "log ON) 
f (14) 


AAD MESE “$l 


O< | Fs), S expl- c ATNI), 


. 3 SN ? (15) 
degFy <= epa N log AN, LOF SAAN EO 
HGE 9, SREB Py) EZ zz] ,并 日 由 (13) 知 它 满足 下列 条 件 
0< ; Px(O)| < expl- cia N$), | 
(la) 


Aai a _ ; 广 

Ht Py) last NON deg Py S cA N og PON. | 

FH HSA PaO) N22 Ny FALSE BE eR OCA ,这 RII. TE 
ne FAS HE. 


SAW Schanuel 猜想 


1966 iF S. Lang IO 首先 公开 发 表 了 下 述 猜 想 ， 

Schanuel 猜想 i .rr Ea REKHA, 

ir dee Crp tt, sete) Le an. 

文 个 狂想 包含 下 列 一些 重要 特例 ， 

(i) 1 z= l, x= 2ni, BRR tr deg (e,n) =2, P) e 和 的 代数 无 关 性 . 

GD H a=d, a = F ‘loge i=l, 0d, BR 8 a RRR, WBA. 
bga, ,eg 代数 无 关 .A. DO，Gelfond( 见 [73]) 兽 猜想 af REE 
A IFAM d = 3 GEA FAR CHL 87), (88 )) ORRERA — EE 1). 1986 F P. 
Philippon "引证 明了 

tr deg la, a ) > (d/2}, 
1987 T G. Diaz SHEE Bae eT (a + 1)/2]. 

Hi Hermite Lindemann 定理 {定理 3.4) 5] Si Schanuel 猜想 迄今 只 对 n = 1 被 
WEAH ,— Rae ta He RR A HE. 日 前 只 考虑 了 一 些 附 加 了 条 件 的 特殊 情形 (人 参见 
|7431). 

- ARR RIA R CL, An, [232 1) QU Schanuel FAB HK Ve ABA FH 16 个 
BROIL: 

e,7, 0", logre, nt, 77,27, 2*,2', 


PZ of ri, log? log3, (log? ) #9, 


BAT ”补充 与 评注 


lL Gelfond 超越 性 判 宙 法则 最 早 见 十 87] 还 可 参考 189]) ,其 后 有 各 种 精密 
feas Ro A BRE 1 所 给 出 的 形式 外 ,还 可 见 [100,112,220] 等 . 它 到 有 限 超 越 


RD ， RO ”指数 函数 信和 的 代数 无 关 性 
增 撕 上 的 推广 可 兄 [371 

Gelfond ao Be PEA] PAM HI dee fe HE RE 一 个 重 贤 问题 ,可 他 | 48(Ch.4),64， 
73¢Th. 6.9), 113, 154, 184, 250, 267] 36. ie -AR AF Aie P. Philippon 给 出 的 ( 风 
(i730). 

2° ET -BERRIENERA HE a ST YL 219, 229). 

3° E58 3 A HEA. O. Gelfond!®? 中, 首先 证 明 的 ,但 其 中 包含 -- 些 道 近 条 件 
(相当 于 Liouville 估计 及 某 些 数 的 超越 性 度量 ). R. Tijdeman 引进 了 指数 多 项 式 
汰 点 估计 ,从 而 去 掉 了 这 些 条 件 , 与 定理 3 和 4 类 似 的 一 些 工 作 还 可 见 [34,37， 
112 ,207,208 ,229] 等 ， 

4° a, BEA ,a#0,1,degf=3.1950 EA, O. Gelfond 和 N. 1. Feldman’: 


证 明了 (es,a8g ) 有 代数 无 关 性 度量 
eld, H) = exp(~ exp(c)(d + logH)***)), 
其 中 二 cta,B,e) 是 正常 数 ( 下 文 的 cp 等 正常 数 也 与 e,8 BH). 1979 EW. 
D，bBrownawell 23- 将 它 改进 为 
old, H) = expl- expleta + logH)d?)). 
H,G. Diaz 581990 FR S. O. Shestakov-21( 1902 年 ) 狼 立地 给 出 
o(d,H) = expt— explcald + logH)d)), 
这 是 迄今 最 好 的 结果 ,其 融 维 (deg8 关 3) 推广 邦 [43]. 
5° Schanuel 猜想 的 一 个 等 价 形式 见 和 188], 其 进一步 推广 见 [237,247]. 另外 ， 
F. C. Lin! 8/6595 7 Schanuel 猜想 与 Rit HMM KH. J. APURA eee 


HEAR F Schanuel 猜想 . 


第 五 草 ” 人 代数 数 的 对 数 的 线性 型 


末 凋 的 主题 是 Gelfond-Schneider 方法 的 重要 发 展 即 Baker Jr Be. Pr ASHE ff] hay 
Fria > As E RY AT ER AE FE, HET LAIS Ly ee Ay — BBR 
PES. SRT ERT THE A PY ae EA SS BA Baker 关于 代数 数 的 对 数 的 线性 型 
BY b AMAT Le eee fe ih Sie oe Co ERR R RS) PSE 
用 .我 们 将 证 明 Baker 结果 的 一 个 经 典 形 式 凡 体现 其 方法 的 基 想 思想 ,其 次 介绍 
PAY $$ BPO UE PRT Baker 结果 的 特殊 形式 .最 后 ,应 用 这 些 结果 推出 忆 Al loge 
的 超越 性 度量 . 


第 一 石 ” 代 数 数 的 对 数 的 线性 无 关 性 


Gelfond-Schneider 定理 可 等 价 地 叙述 为 : 设 站 ,六 是 两 个 代数 数 的 对 数 , 节 它 
们 全 线性 无 关 , 则 也 二 线性 无 关 , Hermite-Lindemann JE BE tL ay“ tt HGR AY 
是 代数 数 的 非 零 对 数 , 则 1, 在 A 上 线性 无 关 . 更 为 一 般 , 我 们 有 下列 

定理 1 (A. Baker!) ay. a, 是 非 零 代数 数 ,1 = loge; (i =1,…, nn) 是 
a; 的 对 数 的 任 一 分 支 , 如 果 并,… ,7 及 线性 无 关 , 那 么 【1,11 ,… ,i 大钱 性 无 关 ， 

ETE 1A a, ie, CA BYES, BO Ba CA, Blogai 4 
Ba logan BX AVS By Ay Ea aR 

证 if Bilogai +-+ + 8, loga,, #0. BEE ABBR, E logaj tt loge,“ 2K 
EER, We ae 1 知 结论 成 立 . 现 设 存在 代数 数 By AO 使 

Bo + Blogey + 4 Bloga,, = 0, (1) 
FFA ARITA logaj, =, loge, Or < m )Q RHEE, m loge, .y.‘', logan E at 
loge tt loge, HR TEH BA A 
Po + Bilogay t+ 8, loge, = Bot Pilogay +> + Ploga,, 

JEP POAC hor). PRAZE 1 LEAD R SORTE. WEEE. 

推论 2 Way. .a,, HCA HES, fe EA, M] eraf or 为 超越 
数 . 

证 设 存在 代数 数 ce FOE hath at = a WA 

Biloga; +--+ 1 Bloga, — loge =— Bp. 

人 BuO 用 后 各 , 故 与 推论 ] FF. UEP. 


第 五 章 ”代数 数 的 对 数 的 线性 型 


推论 3 Hapen CAHIR ORI, M 8.8 EAH 18 BS 
线性 无 关 , 则 aft at. 是 超越 数 . 
证 |S UE BA RHEI EE ae oR iloga, +++ + B loge, = loge, +1 Ż 
O. 如 果 loge; loge, +, O RARE RAEE SIE. BIR, KOE loge, 
loge, dran) BPE IDR JFL 
loga, = r, loga, t+ + grogen 7 =r+], ,n+l1, 
其 中 ra EQUI RENE. FE 
Biloga; + + B, loge, — logas = iloga; +--+ + BP loga,, 
其 中 BiS Bit Baite H+ Batna aelh nr A1,8),°7°, Be RE 
EK, i BAC. ARR ER 1 fH 的 jogel te +8loga 和 0, 于 是 命题 得 证 . 
例 1 由 推论 1 易 知 r+logalaE€ A ,aq 关 0) 是 超越 数 . 因 ee ti Cis 
v 一 1), 电 推 沦 2 知 对 任何 a,8EA 日 GAO, eT ?是 超越 数 . 
推论 4 (A. van der Poorter 1 中) 设 P,QEAIz1 互 素 , Q(z) 有 相 异 淮 点 
ais an (RIFE, P/Q z= apt, an WRB ry, .还 设 


1’ 为 使 积分 


Balae (2) 
ITERA ER Be Ay oo Be Cy By HER. BB BP C2) FC RY H 
ips —hode = 0. (3) 
pei ~~ ae 


特别 ,在 degeP <degQ, Q( 2) AER, NR (2) aR 0 BRA RR. 
证 ik QC 2) = agl ze ~ ay) (2 — a, 则 得 部 分 分 式 展 开 


Piz) 一 | rh rp 3 Fk ne, 
一 一 一 一 + * | -一 一 -一 十 12 一 -一 han 一 一 一， 
Q(z) pla) pS Zo ay (za (ea) 


其 中 sai, 及 p(z) 的 系数 均 是 代数 数 .此 外 , 若 丁 经 过 %o, 则 由 (2) 的 存在 任 可 
知 p(x )=0 及 Xn = 0. 因此 


|ptz)dz, — zdz {h 2) 
T T (zx — ag) 


总 是 代数 数 ,从 而 当 号 仅 当 (3) 式 左边 的 积分 为 代数 数 时 积分 (2) 为 代数 数 , 现在 证 
明 (3) 式 左边 的 积分 是 代数 数 对 数 的 代数 系数 线性 组 合 ,从 而 由 推论 1 得 到 所 要 的 


Fai. 
IFE ERARA yY, 3, 了 的 由 > 到 8 的 部 分 记 为 P(y,S), 于 是 有 适当 的 整 


Bom (yd) tdi 


第 -他 HOBOS ATS A FEAL ATE | -85> 


—— — 一 一 一 .- -— CC 一 -一 一 一 一 一 一 


X; Pde = loed | yzat mint yY. 4 
a a toe 上 (Ze) 2 (7.8) (4) 
(此 处 log KISIRI H). # ERAT BABAK A(R y= a). W EE 
结论 成 立 . r C En y joez, S à r ojo 


n 


» . oe = tim (loe( TI (= a" H 2rim( ,6) | 


"ak l Gh 
Ss? relog | 一 æ ) 


$-] 


= fia X 3 mlogty — a.) — NT a logò 一 
kg-l rom I 


fn + 


+ Pri limm (7,68), 
BES Yn r = 0, RAD 2) HH mEZ {E 


pS 一 二 -= ») relogty — up) + frim, (5) 
kd 


Aba] = — Ge 
A Zrim bt log] 的 一 个 值 , 故 也 得 所 要 的 结 末 、 
qi degP<degQ, A Q 只 有 单 根 ， w 
Plz) oS fe. 
Qtz Kirap 
XH (4), GARTER 1 车 积分 (2 或 为 0 A DRRR E. 
例 2 出 推论 4 可知 积 分 


1 
[tts = Hoe) 
HER LEIRE H 1. 
D dta d a RETK, fA L, t LA REHAR. TARE TERNER 
数 数 Bo BiB, :使 
ia = Bot pii tov + By-aen-t- (6) 
AR HESS IR A. 
2° ig 
K = Caps sans Boss Br- = Glee "y Bos ts Ba- 1). 
WY O8=(K 1 1K d= den(at, san. Boss Be OB ag, 的 
Beeps SPE 
议 N 是 是 够 大 的 下 整数 ,日 是 4" 的 倍数 .还 设 ?是正 整数 或 零 ,于 是 2 N?” 
CN (isi/<4n7). ic 
S, o Er, op, oa) eof Sn- DE Nglari, 


-86 ， Sie FURR RATE A! 


1} “porte + Fal =< 2 Nee | ` 


A > AmA Ay) ACESI n) CN G30 Ag < 28N, 


OSA, L NI SJS nN. 
WF ,oF) 二 【GUO DE SA — (Ap An A EA, F 


nunt App 


gg! Ag! 


CA = Soe SE de 4 


ullay — g)! (Ay g)! 


Be 
n | zi 
e |] (a, + Ag ra expl r Dai, ), 
pel mr 
Flt C(e, zi) E K. 特别 记 
人) = CA, Tr). 
IE (so y) + Cop to + aya) + x A; N27" + aN? l, 故 
r 1 


ONT COA, at) E Zg. 
我 们 现在 证 明 线 性 方程 组 
SpAICIA,G, rr) = 0, (rg)€E So 


rE A 
Fy SEMESTER | p) RE 
log | piadls cn NogN (AEA). 
此 处 上 大 后 文 cc ,表示 与 N 无 关 的 正常 数 ， 
Spada tN CA, ox) = 0,(2,0) E Sy 


Am A 


(7) 


(8) 


的 系数 EZ p, KENBO, E)E So HAR SNe" + ,未知数 p (A) 


1 EA 之 组 数 , 族 等 于 28N2r + ,六 外 ,方程 组 的 系数 满足 


Carer) <oy2% do! (Bol N2")% [EC Ehnen TL [< 
rel 1-4 


; aa BE ren Ar ; 中 和 aa 1 
GNN NaN (eaN2")N (c,N27 N2énN A 


<exp(esN7"logN + eN? 1). 
因此 由 引 理 1.14 可 知 满足 (7)(8) 式 的 pCa RETE. 
3° 应 用 上 面 所 得 到 的 pC A) xe RS 


Fiz) = Sta(a)ervexp( 2) Ad; ). 
AEA :1 


(9) 


因 fy, 2, RPE FC 2 40. EER 4.2 PE p = 28N% ,g = (N21)" 


= NOD = NUNIT], 可知 FCE 
rl 
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-一 一 eee OC C= ee, -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 一 


中 的 零点 个 数 不 超过 
y (QIN Na+ Ne paa EL), 
因此 当 N 充分 大 时 ,存在 -组 ( 王 ，r ) 满 中 ~ 
POOP AG, TPN OS FD N, (10) 
4 HL (6) ch BS Sy Be HH 
F(z) = Dip(a)etcoxp(2 Sa + AB); + Akoz), 


四 而 
nn | an 
PIC) = pay orog LL Comply + ABIL? 
at 4a, :OO On 1.3] , 
. ( gineta ji 
ON) 1 ast a, 5 
人 2 aTa, ga "AL + arp)" (Ani + A 1) 1! 
n—1 o 
ol aa! 
"expl z DCA, | AGE, TF. n Mo feo- A 
ple > PM) aie, i) ever) 
wO a st Tien a] 
a i al: gl fy l 
$ 1 Fn 
Tani Ags a! j 
. À KO Tos F rh 
qe <4 loo u)! Qo l a eri], EAB 
` expe Ña), 
roi 
Mati E 
“(5 $. a, a 
FO z) = 2 po Nf LP FCzsays ,0 1), 
yt to, it id A- 1 
其 中 
~ No 7 
Ff ziogita- = D ptayCta,e,z:/). (11) 
EA 


FERADH AS tid? ENAA i 使 诸 数 

Friog s Sp, (x, 0) ES, 
中 至 少 有 一 -个 不 为 零 .但 由 (7) 式 知 当 1=0 时 此 论断 必 不 成 立 . 现 到 :为 上 共有 有 上述 
性 夺 的 最 小 整数 ,从 而 1 宇 1, 旦 记 相应 的 不 为 零 的 F(z;e@) 中 的 一 个 为 


En = 一 Frigg,’ "sa, i). 
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一 -一 -一 一 一 一 一 -一 一 


5° 最 然 泉 E 开 .类 似 于 (9) 可 到 CC，z3D 作 估计 ( 但 现在 z 科 Ne+e2) ,并 


ELIE E 


: 
‘a tT pe ie tA) 
gun kes Ye em OCA Gril) EC Ex, 


从 而 可 得 
log | Ex] << 2.04! 3 一 l- ‘2logN, 
logdent éy) <= = cg NO L42 


RIDE BATH logl ént. H AJE MEM y, toata OES BA 


FIyir0 ri) = 0. 
而 县 对 于 (fr Cga, DES, 


po toot t Hn <<? INAN lay Wet D2 


则 Cy, got posp- + po ES, 1 从 而 
Flysoot poets On-1 + pn-1) = 0. 
注意 由 (11) 易 得 


| 7 
FO zag, ayy) = ` ee pi -i 


—l 
+ ta {74 pol” Fn -! 


Ey 


` FC 2309 t fs "+ E -1 + Ar -下 


Bi] 


nr 


1 


(12) 
(13) 


因此 FC 230.70, MEM 2 =1,2,-°, NU DSLR AI BDO 2 NORE 


局 ,从 而 


mt -1172 


AA. RAR MAT G( > BIA | z] =R 得 
Giss | Gl. 


于 是 
FOr sag. ,or 1)) Si P(e;g0., 0,1)| 
wrt lhe 
max EO y 
eyi- R vl z= y 
AY 
R 一 Nyt Eas 
则 得 


一 人 met 


Gz) = F(x; Foe Fy 1) I (z ~ y) TAN 


| Fizioo, my on-1) i R <exp(eoN -I tog) , 


YT | 
TT Yi eye oa Lay 
max H [z y SENN ) 


第 一 节 Baker 对 数 线性 型 下 界 估计 定理 a 


<exp| 一 < NbD2logN ) ， 


PAY N 充分 大 
J NB D2 dog ny (14) 


ely SLAB. 2 THER CL2), ROR. RESP. FE AE. 


ALT Baker 对 数 线 性 型 下 界 估计 定理 


log; Sy | =- 


Way, a,€& loge, loge, 是 它们 的 对 数 的 固定 的 值 . 记 
A = Byloga; +--+ + Blogas, Brot. 8 © Z; 
Ag = Bo + Bilogay t+ + Blogas, Bo Bi. PB, € As 
A, = Biloge +--+ + Blogar, Brot. B, EA. 
我 们 不 难得 到 14 | BPR SLB FB BOS | AL<1, ic a = aha — 1,4 
令 yy 是 复 平 面 上 连接 点 0 和 A 的 线段 ,那么 
|a| = |f eaz S | A| max|e*| < el Al. 


Al AO, #47 A=0,0 A =2eni( REZ kA, FEE! A | >27. WA ASO. 注意 
A TY SLA eA Bel — 1 TER Cah ah) (HP 6,=sgnB) 上 的 值 ,所 以 由 引 
1.10 并 得 


[Alpe YX = max |A|, 
HOP cy = ey (ays ta, ) >O 是 可 计算 常数 (或 称 有 效 常数 ). 

WH Gelfond 方法 ,我 们 可 以 在 n=2 的 情形 得 到 | A], A | Al) Ag | 的 有 效 性 
EME AL BAMA PCO, [84 ~ 87], 0 72,89]). SF n22 的 一 般 情 形 是 由 A. Baker 
解决 的 .自从 1966 HH REF A WTF RT eS) ,在 其 后 的 工作 [17， 
18,20,22 4 中 进一步 得 到 和 改进 了 141,1A4; 和 |4s| 的 下 办 估计 .他 的 结果 的 一 个 
经 典 形式 如 下 : 

定理 2 (A. Baker) iapa, 是 非 零 代数 数 ,它们 的 高 过 A;8,,8,,…， 
By LEA RR, ETA SSBC Bo?) WY deg@ Cay. ,a Bost 8 d BAH 
Ag*0, WG 

[An] > BS (T) 
其 中 CO 居 有 效 常 数 , 仅 与 4 ,d ,A Ra 的 对 数 分 支 有 关 . 

注 1 在 下 文中 ,“ 代 数 数 的 对 数 的 线性 型 "有 时 简称 为 “对 数 线性 天 ”, 有 目 基 大 
HT EPL PR PR PED” ah By =O HB Be EZ CD A), WS ea 
TH”. AER EE - 般 情 形 ”, 其 中 An(Boz0 时) 和 A, BETES UR 


-yj PAE ”代数 数 的 对 数 的 线性 型 


为 了 证 骨 定理 2, 我 们 先 给 出 一 些 引 理 . 
对 十 任何 整数 处 宇 1 ,7 宇 0, 用 bv(i; 上 ) 表 示 +1 7 的 最 小 公 倍 数 ,并 记 
Alrik) = Cr t 1)(ri | EIEL, A r,0) = 1, 


Alrik, i,m] 一 Tne (Ate: by). 


中 

dr” 

引 理 1 各 zxzEN, 则 
(Cur) "A rik, l,m)EN, 


IPH 
Alrik d m Ed (2) 
vrik) S (eile + kR, (3) 
其 中 c >0 是 绝对 常数 . 
证 ”我们 有 
Alri, i, " 
lst 
“oat (AY) de gt Iele t+ ey 
a S) mi. My A Sir tk) 


o mR), mem TLU ‘ig! dx "1 


__l _ y oti et ia 1! — =i 
RD RR T= miT t DE Gage + ey 
~ ff l B 
=A(r;k)!: D | Jef Cot 1) er t k) h, (4) 
rt EREE ALE ih 
NA vleky” rtl) lrt eo ROR, rs k)PACr holm) pee 
数 . 
又 因 (4) 式 最 后 的 和 
i (十 下 TY 
< [of (ry) = {I (1+ zt) = | r+] ) 
by 48} 
fate r bid xrt+et+1\ 
Alrik, ism) < (= = | i ) 
ITE cm girth) 
DHI. 


最 后 , 设 人 vivo, HH Yi 是 vir Re) 的 不 超过 k 的 素 央 了 于 之 积 ,vs 为 
大 余 素 内 子 之 积 , 于 是 容易 得 


BL a Baker 对 数 线 件 型 了 界 估计 定理 * 4] - 


logr = > >, ogtr +4) & coklog(ar + k)Aogk, (5) 
pe on 


共 中 cy > 0 LEME RT HR. MUA kee APA 


| iog{ 1 十 | 
caklogt tr + &)Aogk = ck] 1+ pp <a + gl 1 t zb 


loge 
于 是 由 (5) 式 得 
vp feale t+ R)/RY. (6) 
RR CER AL k/t) 
yy sc Alrik) (r+ kR! Sela t+ klk. (7) 


AFH (6), DRIG ME eel ,那么 


. 上 
vaa < f EY, 


所 以 13) 也 成 立 . 证 完 . 

引 理 2 if KE TH, Pe C K[ 2x] degP =n, WUE nm CZ Om 
<n, EMAk 

Plax), Pix + bye, Por + m}, 1g, g7! 

K 线性 无 天 . 

证 对 za 用 归纳 法 ， 

wb 上 时 , 则 天 =0, oR r 和 1 线性 无 关 . 

if degPs:m 时 命题 成 立 , 考 察 degP = n +1 AIRE me CZ OS mnt 1， 
A 
A 

Rv) = AgPCr) + AyPla tl) ter t+a,Plet+ m) (A, © K), 

HERS n- m. BERGA 

R(x) = (Agte + ag Pla tm +1) + Wao + “+A )Q(zr +j), 
HP Q( x)= Plr)-Plr+l). 于 是 degQ=n, 但 因为 degP (z+ m +1) =n 41. 
所 以 Aot et An =0. NA 

Rix) = Sag 4 +a Qla +j). 
) 0 

HOA PN IBS E 10+ tA SOSS m), MAT A0=… An =0. 故 命题 当 degP = 
n+ 1 Re. 9| PES. 

引 理 3 发 wo0,… ,ew -1 是 互 异 的 非 零 复数 ,Ds 是 上 阶 行列 式 ,其 位于 第 ;+1 
fy p+ 1 PURO Pel FY! part kOe rk OSs <1),1,7=0,-°, 2 
(2c O° = 1) 0 DY RAS. 


”的 ， 第 五 章 ”代数 数 的 对 数 的 线性 型 


证 行列 式 =D ABA FT DLR ARCA wy, wy 1 的 整 系数 多 项 式 Di wp, 


a 1) 


Diz) = Dz, tw 1). 
SHB =O, 2-1 s=s()) = 0, AMAA D PAA 2 Fay H. 
srt) #l(r=0,--,2 DOA 
(Oat, wh, CR 一 1) "et l Bat (2k 一 1) od ,ee (ky 一 Las ty 
(此 处 “表示 转 置 ). AT PR k AE BPE ROT D 4E Laplace 展开 ,其 中 最 
E k ITARA TIRA N o 的 最 低 次 数 
A-I 
Sii = belk- 1), 
=Ü 
最 末 拓 行 构成 的 子 式 给 出 wo 的 最 高 次 数 
È 
Shki- r) = k - JRC +1). 
我 们 还 将 证 明 D(s) 有 因子 (z- w) (s=1, 0-1), FE 
D(z) = Ce2t0-0 TY Ce B at, 
其 中 局 是 D(z) 的 最 高 次 项 的 系数 ,容易 验证 C EMER AU- 1)+ i) Be 
阶 Vandermonde 行列 式 与 一 般 无 素 为 rw PSs <I kU- 二) 阶 行列 式 ( 它 与 
Du 具有 类 似 的 结构 ) 之 积 .于 是 中 归纳 法 可 知 Dy = Dlo. 
现在 让 明 D(z) 有 因子 (% 一 wt (s51, 一 1).D(z) 的 m BPR] KR 
为 
HM Ce) = ` D (most, miè), 
FOP OR AL METER ERA Ong, mi -1), Big toe + HH, -| i, 而 D (mo, wry 
tp i, 之) 是 一 个 行列 式 ,是 对 行列 式 D z) JAI Å 列 的 元 素 分 别 对 = 求 Pty Fl] 
ry mp UK TRAM, TERG + by + IR CRORI< BOS <A)H 
Cat") = PG - Len = mp + Lat 
C m, >i 时 ,此 式 理解 为 0). 特 别 可 知行 询 式 D Gigs, ma.) (5s = 1， 
-DPR 1 行为 
(站 
G = sk trir Oye Dyed, 
于 是 ,如 间 当 严 筷 如 时 ,2 个 才 项 式 
1，r TR tr tr m, +i) (O57 <k) (8) 
CAPEK ABA D (masma. FRR k VRB, IGS sktr, r0, e, 


第 一 aa Baker IR ERIE PE FEAT EEO -94> 


一 一 一 a -一 — -一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 - 一 一 -” 一- 一 一- -一 


1) 的 其 全 非 平凡 线性 组 台 为 零 ,从 而 得 到 DO (a) = 0. FEES L e(e-1) 


+ (f-1)hF= beg aCe +1), Ait DORR AE e- w) TCESEGDI 
为 注 上 述 的 线性 相关 性 ,我 们 将 (8) 式 中 的 多 项 式 的 次 数 排 列 为 nim 
=. 72, ALA 
Zh 
>n, = 5 RRA 1) -+ 3 rtm) = a(R 1) 4 m < 2k? ~ k, 
BELA RATS S j En, <j- (EA Ya Ek- k) .从 而 Een j1, 
表明 (8) 式 中 存在 7 个 多 项 式 其 次 数 均 不 超过 j; -2 AS -2 的 复 系数 多 项 
忒 的 集合 组 成 ) -1 维 线性 空间 ,因而 这 ; 个 多 项 式 必 线性 相关 .于 是 引 理 得 证 . 
注 2 实际 上 ,上 面 的 推理 可 以 给 出 Dw, 值 的 明显 表达 式 . 
SE 4 WelA  Hla)=h dlad=n HRB NEIRE GRAA a DO, 
则 对 任何 整数 seo 有 
(Ga = Salat, a EZ (2 =0,:,n—-1), 
并 日 
lab? | (QA) (i =O, - 1). 
证 ”对 ; 用 归纳 法 . 设 & 的 极 小 多 项 式 为 
Pilz) = az’ + +ao€ Zlel,a, = a. 
H sn RK ef = ,yal 9 =0(i 关 5s). 当 s=n 时 , 因 P(a)=0, 得 到 


ag)" g" lf aa” j= — at” {a a 1 _ ,,.., — ay) 


=e a ta, i ~ nee 
-l 
(ag) =galaa)i = aa > al ei = sy (sda ait! 
r= ; 
= 
=at aq" + Sal? . act! 


1-4 


卫 一 了 

— pa) -1 ` 

= ap iT a, ya" eee ~ ag) + Sa! ae 
37l 


a-1 
~ Salt Dg, 
7-0 
Hop a P= - aga al =a aaa, (2 = len - 1). HRS 


lay? LACAN QA! Ja" DIERAN Oh} ween ety 
nace 


-94 SB FRR AE aR Pe A 


Bor Be TCR RA PBB d BB RITE ESP AY OC 7 
| Bo + Pyloga, +--+ 8, doga, 1 — loge, |< BS (9) 
CHARM SUPER Cie PEM din A Ra WREAK), TEA EE 
As AS AA BES ob EO a ca E 
bloga, + 7 + b loga, = 0. (10) 
FR ATT PA Ee BY pa Fs BR > og 是 一 个 整数 ,cs 是 -个 充分 大 的 数 , 令 
h = [log(ABJ] EL 
引 理 5 存在 不 全 为 零 的 整数 p(4 -1,…,2,), 其 绝对 值 不 超过 H, ERS 


Ly Ly 


Pi zpr, Zp) = ` e DI PLA p Àn) 
A50 一 站 


Yoon 
"(Alro +a Pgh) other Pata ta i 
ALG ZEN IS/Sh Rg tym, DENG, motot m, S4] 
S, SEE- aed) < H Se. (11) 


i) 


oal ya 
HERE y, = A, + AB LS nh LR By (z0,…， zi) = | Sa 


d Mao 
| ) Pò 20 2-1). 


Ie, I 
证 ”我们 首先 证 遇 存 在 pA -1,… ,4,) 满 足 
Ly La 
Se DPA pet AGA ao dd)a a y eye = 0, (12) 


l 可 l 
A D ATO l i 
n 


HC, Hipa a PAS, FAVE EL E gig | AB E, H 


Mo 773 
ao = 5 | "Yate + Aish vào € 1, fey) (Ay Bo) "0, 
Hy 78 性 
由 引 理 4 我们 有 
d-i] a-l 
(aa V = Dae, (8,2 = dave, (13) 
-0 


1 一 由 
其 中 a, ,5 分别 是 a ,名 的 极 小 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 , la SRAY, OY | 
(2 六 六 .我 们 还 有 
y, 一 S” laz “CAB, A (laior< n). (E4) 
i, -- 1) ff, i 


H2) 


第 和 Raker ARER ob AMAT Ae . * 02 


出 
rr ] 


tl 
D = Capa Eb eb, 


让 料 037,064) 代入 ,可 得 


d] dll -1] 
4 ` 4 4 4 ` P 
SeA Aee ~ Alsa oaget f” 1 = |). 
P il 7 Wey, i} rey 1 
Hol so A T igei (1,8 
| l my nity 
x a x | tA 
A(syt)— dpe dS pla hg, 
A ¿7U Dg, 0 ü l 0 


` 
上 


ri 
(ag) 
q =|] arr Wa), 
r-l ' 


PF. mo pE, te) 
(bap) tate), 


ro] 1 i, 1 


f a 

PR diht 
Ats, = 00g lA A n Sad lOS n) 

RY WODE AEE, mostom, ORARAA E, RIIA MS dhl k+ 

1)" 个 线性 方程 , 未知数 pOA pon A UREN =CEL 2) 4 1) Ch, +1). HOLS 

LAK PRENERA O (05389 MEIR ES AA Pe Ph RINE be 


W 


FFE Ay 


latali + Ash Ag 十 L, peg Damo Bags Pn Fo 


VIA) SAC + Alisha Aa t lipo) Sc ABM, 


PIES [S eer 


w , - OU 
| g la Do (gtn (2 BA, 0 Hy phi =e Moy ol A , 


因此 方程 的 区 系数 绝对 值 至 多 为 上 = 如 .因为 N> Rk"T3>2M, 故 由 引 理 1.12 
AARE ACs) = 人 0 有 非 平 凡 有 如 整数 解 PA 1,… ,24,),H. 
PLATA A NU S cf. 
Bfk). PERE A 


L L 


m (daed) = 、 D plas ,As g(a trAgsAneé) * efit! 


4, A A -i 
n 


' r 
rji ¥ 上 tre m 


“a "a, Hoy - (loga, )"t---Cloga, 1) 
站 将 和 2 下 在 过 所 作 glan) ABA ti 
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Bm (sf) = (loga)™ logan 1)™ plan), (15) 
Hoy 
a, = etal i 
由 (9) 可 邯 对 鞭 个 适当 的 ioge 有 
| logan — loga, |< BF, 
又 因为 对 任何 ECA le- Lic ele!” RA 


a,- aul = Jan] = Jay Peter = 1 
<le, į lloga, — loga, fel be! 
<u. (16) 
ab ba 
rA ft Af 
la" ~ a —anl, 


| (loga; )"1+++Clogay—1) "4 I< chy, 
| GA Mo an OTS ci <e 
我 们 由 (12)、(153) 和 (16) 式 得 到 
| = | dogai)” Cogan i) | | plan) — plan) 
NB TS 
但 因为 Ne , h<log( kB) HOY C>ciskloge 时 即 由 上 式 得 (11). 证 毕 . 
s6 B Wig. "+i, - ete BMA matt My, —1=ak FS f(z) 
= Dy opm, 《zz 那么 对 任何 ECH 


Lh 
ay | a Cgo 


PLEDIS *, (17) 
并 是 对 任何 LEZ h<ISAR™ RBH! f(1)| < BT RE 
| fC) | > CT 了 gt 一 ee M (18) 


证 ”我们 有 


I 


f(x) = (loga)! ‘Cloga,- j ) a- ! 53.. Sya. io Àn IGLA IAD Ane) 


4_j-O à =U 


BAZ dp la a T STAA +a al Siel] k, HR T 


H 


[Alz f À- iÅ, Ap + isel g chg t, 
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是 
[geass Aosdan se) ee TAD 
因此 ,类 似 于 引 理 5 EBA AQ eSB OT EH ODERT. 

为 证 明 第 二 个 沦 断 ,注意 (12) 式 左边 { 记 作 Q)B— TR KE BH 
d2*. 因此 类 似 于 上 而 的 估计 可 知 Q RL ERE CANE Q 的 表达 式 中 将 w ,8 代 
DEA AEE SEB TIS EO) AE Bw BO | aA 
DQ 是 代数 整数 ,并 王 

(yA 2h TD SS Con fh rcs, 
因此 和 由 代数 数 范 数 性 质 ,或 者 Q =0, 或 者 
| Qe caf HUR) a, (19) 
如 果 Q=0, BARE QO = yla), fC) = (loga )™ e lloga, -1)- Cay) PAR 
Lat! c, MAH] APSE 5 证 明 17(1) |< B IE EB PCD) |< BIO 
成 立 , 则 QO, ADONE. AF mp Sk BOLE czy 有 
Ql CTRL ng (20) 
另外 ,出 (416) ,类 似 于 引 理 5 的 证 明 可 得 
plan) - play) | = | ols) -QIS ABAE, 


M LR AC > ee" tt, BOMA ERRASSE QI , 故 


wa) | > | la) |~ | lai) ~ ple)| >T. 


从 而 
| Fi > 4 | loga DD ™ e Uoga,- alto], 
于 是 由 (20) 得 到 (18) ,证 毕 ， 

引 理 7 设 0< EC cig! ,其 中 co 充分 大 ,那么 对 每 个 整数 J 0] < Bn , 不 
等 式 (11) 对 所 有 整数 ISSA RTA no, e,m, EN fa mg tee + My -1 
SLED MEO. 

证 对 了 用 妇 纳 法 .由 引 理 5, 结 论 当 了 =0 成 立 , 现 设 K EAER OSK 
8a /e 一 ,并 假设 引 理 寺 了 =0,1,…, 关 成立, 要 证 它 对 了 = 并 +1 也 成 立 . 为 此 
只 用 证 明 对 任何 LEN Re LIS Ry RECA Cty, e, m- DENG, mg to 
| dF, SS ALEC < B28 f(z) 的 定义 见 引 理 6) ,此 处 已 令 

Ry = {hR“],S, = [kA] (J = 0,1,4), 
FETAL RZ TR HUSAR, ESOP. 


» U8 + hm (CRRA AAT 


a} J rhe | 
+o + Da ao et (ean By 2 


Jra dz, l ù n g Se x 


7 > PH lizol in- ! Ë, tagt 
G? [E] Jy’ ar 


此 处 (7 一 (0 十 tja- 1 一 TH. 注意 2Sk+1 守 Sx, 由 杂 纳 假设 
ny Al 


wy Cryer), 


aol 


| far I< BI <r <Re OS m < Seay). (21) 
Fy! 4> 
F(z) = {(({z-1)elz- Rg)! (S= SKa), 
L 
TAP ENTEL DERA E R= Re. k EEA, r 表示 中 心 在 
r ,半径 为 1 5 的 正 回 图 . 由 Cauchy 积分 公式 得 


fleddz 1 x Fe dd 
Dal Cz - DEC) ERa mia] (z -— Fiz)?’ 
H EREE, 
1 过 | f(z)dz Ri tez {z - r)“ 
2riJ (z - DF) BSS z—-1}F(2) 
-L E [Male p5 
S! de5\ (Cz - Fiz) = 一 7 
BSa So S z-r Str Som) 
sO EEB “| 


MRH Cauchy 积分 公式 
( CERS ) 


ae 《 — rr)?!'ldz 


(x 一 Fle) =r 2ni (2 — DFlzXe — Soak 
因此 我 们 有 
上 | flejdz Liss (er) 
il T lz- DFG) 一 ti) agi | Saray (22) 


MP rE Py le- rl "<1,36F 
od oy. 
peg lero yoy >r~-1-j, 47 = 1,2,.'" ,+r 2; 
EE 当 = ty Rg; 


ju. l ae 
|z l> >. Hj=r-lr,r+l. 
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因此 对 于 ET, 0 
-§-| 
iz PFD |S (ORs —r—I1}llr -2)1 < 
夫 而 由 这) 划 (22) 式 有 边 第 二 项 的 绝对 值 
< Ry (S + 1)88S (Ry) SABA. 

男 外 , 当 Re PSR 1 时 我 们 有 

FED, (TUE -RS S ORe E, (23) 
FHJ S Rg yk?” REA GD T AE) >B EC. FRR EA: A 
FC 18) ROE ABA (22) ARH > OEO. 

一 方面 ,我 们 记 
ude | ,加 二 inf | F(z) |. 

AM ceri le -|> +R, 所 以 {22) 的 左边 的 数 和 的 绝对 值守 26/@. 于 是 


5 | fC) /F (1) 12878, ih 
48) FID >al FD]. (24) 
(S+1} 
但 因为 @>(FR\ ,所 以 由 (23) 得 


log @l FC 1) RKCS + Diog( La} 
S27 Kb Ab ook (25) 
并 由 由 引 理 6 知 < RT Be C18 8 
log(@| f(D 17") Scag LR + Aklog( Rgh) 
Kcyghb (e(K + 1)logh + 4 KHD 85). (26) 
TE el >> 2 new k FPA, 24), (25), CORB E. 因此 (18) 不 成 


立 , 故 由 引 理 6 知 | CZ) <B> 2°, WERE. 
aE 8 alii LOSIS RU" 


35- et pA, ACA + bg A) 7) 


证 由 引 理 7 知 对 于 所 有 整数 7 LIX Belg, ty DENG, mote 
tim, SY ODARA, APE X= ak], y=[278"% I. 
由 引 理 7 AE AT I F(z) = GB(z,…,z) 有 


l.. 
[Anl BE OZrIX, 0m Y). (28) 
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Wig iet- EK, meu 4 
(Cz -} elg- Ky, ike EF, 


Eizy) = 
z ane ‘C2 - Xiz- ih), Fl ek © Z, 
HE T, ARO ERGE r ORES KEAN, PRA ER ORE R 


- ne 的 让 向 圆 ,那么 类 似 于 引 理 7 可 证 明 


f(zjdz FURY ,1 yy y Jar) 《一 dz 
ini (z —?/RJECz) E(k) 2ri< i m! r Cz — E/R) EC) 


(29) 


HEN RKA REZ RA PAE r= l/h AH eer, 
Iiz r)™/EC2) IS ((BAX) TCX =r- Diir- D) Ps BKK EY, 
故 由 (28) 推 地 (29) 右 边 第 二 项 的 绝对 值 
KCY + 8 XI)-Y BAE, 
站 省 z 亡 荆 , 由 引 理 6 知 
FDI ce 


(X-1M¥41) 1 
EIIE > $R) etalk, Ley cer), 8 
(29) 左 边 的 绝对 值 


- {X-i Y+1) 
BT ER, {aR 
MERLE CE AR) SCA AEE De gx Wyk FEA ODA 
| Pleddz 
A (z 一 wz 


ays | far) | | (z Te 
+ 之 之 om! | ee i 


JUSIEU) Cn) 


r 


1 
Le Rg -spia XY 4 BRC, 


注意 到 1 本 < ,由 上 式 得 到 
[FOR) Se. (30) 
用 Qi 记 (27) 的 左边 , Qi 显然 是 次 数 不 超 过 (dk )” 的 代数 数 ,并 且 易 见 当天 
充分 大 时 
Capra, ERA IQ, 
是 代数 整数 ,注意 Qi 及 其 所 有 共 辊 元 之 绝对 值 询 不 超过 OE EH Capa, 


fat] 
BRUL D eT Ak aE Q,40,2 
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|Q |> ci (31) 
BA ATi Q = 2) (a@,) FCA) = 0, Ce), FPR | 6 MEH, HIG) 
HEG 
Qi- JUR) | < BIC. 
Atha: Q OMA ERAO DHAS CRAKA 
[Q - FUA) < FQ, 
Mi 
Famil Ql- Qa- FU) > Alal. (32) 
(30),(31),(32) 我 们 得 到 不 盾 , 因 而 Q =0. HEE. 
需 在 来 证 明 (10) 成 立 . 因 为 由 引 理 2 He sh 
(ACA + ah), OKAS LaO Lo 
FAE, RETER 


L 


L 
D PO att A, (ACA I + rA) yat 


4 ,=0a,-0 


ro 


L 
= Dp OA AA, a4 + 
让 一 站 


其 中 工 =k +1), #EH L =L +1)(L+1)" 个 系数 p (4 Ay a, Be 
有 - PHS ,于 有 是 !27? 可 写成 

1 En ， 

人 > 

ADA =D à A 
并 及 由 引 理 8 可 知 此 式 当 0 和 1 委 天 成 立 . 因 而 方程 组 的 系数 行列 式 { 其 元 素 为 
Cali Fain * BA OL) A. BR BIE 3, at ot CAL A ) 
CNG USA, SL, AATA, WAT IIS A, A a RB AL AD 
BAG ALE 

ai Bee aha — OAR gh E, 

i b =a, -AMr=lee in) MENTER, AA 

byloga, + -- + bloga, = (rijk, 7 C ZG = V-1). 
BOAO SS2 tt L<e! 15, 故 上 式 左边 的 数 的 绝对 值 <2xk ,从 而 ; =O, E BREF 
PRUE ASIC 

项 作用 归纳 法 证 明定 理 . 妆 ”= 有 时 结论 显然 成 立 . 设 结论 对 少 于 n PR 

销 形 成 并 ,并 设 So. 8, 如 定理 所 给 定 , 但 对 菜 个 充分 大 的 己 有 0<1h0| < 


- 402 - Hive (RRA 


BAC FE AB, 中 至 少 有 — SEE, BRE p, AO. TE CO) tae AP g 
Osin- DA g,- ~ 8:78, 代 蔡 . 萄 知 BY PRBS? ,高 过 由 二 此 中 (其 中 ea 
仅 与 4 ALE). BAR PTE, CLO) sR ACI RR r. i 640, RA 
6, (By + Bilogar to + Brloga, +--+ + Bs, idoga, 1 - loge, ) 
= 6, (By 4+ Bllogar t+ + B loga, +> + Ap sloga,.1 - logan) 
- PCB logay toe + bloga, toe + bi. loge, 1 PO logan). 
® Po= bBo. B = 68, — 68, AS jen -1), 0 0,8 OK RS dd? eB” 
Sn HEAR eas nd, A AH). > 
Ag = By t+ Piloga, + + B, iloga, 1 — S,loge,, 
Nl Ag E n-i CIA APE, H 
0< [A0] < cB E. 
这 IRAR RT I. E FEE., 
注 3 AR logai,…,loga, FFG LRA KIRA RR ASAE EA 如果 
KBE ays, 是 乘 人 性 无 关 的 ,那么 引 理 8 木 再 需要 ( 非 零 复数 o,a, BRE 
KK, WE ae = ry, CG MS r= er = 和 时 成 立 )， 


第 三 节 ”线性 型 下 界 估 计 的 改进 


对 定理 2 中 的 亡 可 以 进一步 加 以 个 计 , 从 而 得 出 线性 型 下 界 估 计 定 理 的 更 为 
HAR ,更 为 精细 的 堪 式 ,特别 是 在 1977 年 ,A，Baker 证 明了 ， 

ICA. Baker?!) apenan Boss By 是 两 组 代数 数 ,a 40.1.8 不 全 为 
a, 的 高 所 A(A, 守 4) (i 二 1,…， mn). 8 的 六 所 B(B 之 4}(j =0,…,n). 设 loga, 
BEA RTF [QO Caps ans Boss BG xd ,还 记 人 =logAl…logA, RO 
= NAogA, ,那么 或 者 =0, 或 者 

| Ag] > (BQ) feed, col = (16nd); (1) 
并 日 在 有 理 情形 , 普 AAO, H 
LA; > Boe lean (2) 

除 A. Baker 本 人 外 ,他 的 结果 和 方法 多 年 来 被 许多 数学 家 深入 研究 和 改进 
( 较 完 整 的 概述 可 见 [20],173] 及 12491 等 ), 特 别 是 P.， Philippon 和 M. Wald- 
schmudit,G. Wiistholz 1988 年 的 结果 

2° (P. Philippon 和 M. Waldsehmidt!'*!) 设 a, 8 Wt, Hik A, - 
max(H(a,) ,explloga;|,e7)(i 51,0, n), A =max(A;,°",A,,e),H= maxH 
CB) deg Cay eset» Bost + By ed HFS = logAy-logA, WE A0, BA 

| A | > expl- crf (logH + log logA)), 
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HP gn = 288 i ntng i eSt AA BETTE , aR 
aieea A 1, H > maxf| fils, | Ble), 
那么 
| A| > exp(- ¢;QlogH), 

其 中 ci= calan, d) >0 是 一 个 有 效 常数 . 

3° (G. Wiistholz!)) 存在 有 效 常数 cg = cg nd) >0 tE A, HORA 

| A; | > expl- cyQClogH + logn)), 

其 中 O AIH ZAAR. 

FT, KBAR M Reet, PRAIA OM. 1993 Œ A. Baker Ai G. 
Wiistholz 得 到 

4° (A. Baker ÑG. Wiistholz!?-) i a,,8, 同上 ,loga, 表示 对 数 主 值 , 记 m 
= deg (ai, t, aa), H= max(| Bile B d,e), A; = max Hla), e i= 1,., 
n). WH A20, WA 

ajz exp(— (16 mn)“"*2) log A, log A, logH). 

2000 年 ,在 M. Waldschmidt 的 关于 对 数 线性 型 的 专著 [249] 中 给 出 了 下 到 - 
般 性 结果 . 

定理 3(M. Waldschmidt!) 设 n=l, at an 和 所 ,六 是 代数 数 ，,w， 
FOLGE La BG en) DEAF. S loge, ERO- MEDHA DE, 
D= degli laist an pott BRR B, E, E Ee REEN, AL A, 是 

ESTE BY ET AEP a SRE 


log; > max hay) A Howe! IBE | Ci = L,---. 97), (3) 
pD D 

# log E D 
log E > max( RE logy) (4) 
R>E’*, (5) 


其 中 A Ca FER BCR a 的 绝对 对 数 高 .此 外 ,还 设 
(i) SABE (Ag) 
Bo Hlog A, 


x= Max To, 
ween loge 
GD 有 理 情形 (A) 


| Be | EL loge 
Be #0.B> max (oe t log A, D ' 


AB FETE BR COn) >0 1834 AGR A0 时 有 
| Aol (BR) A} ) Seexp(— C( n) D"*? logB) (logA,) 
CogA, )ClogE")CogF 7774), 


logB = max h (8); 
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这 个 结果 可 由 [249 | Th. 9.1( 并 参见 Prop. 9.2D. M. Waldschmidt 对 
fh Th. 9.1 给 出 两 个 不 同 证 有 明 , 其 小 一 个 基于 Baker 经 典 方 法 与 Laurent fi fH 
行列 式 技 巧 的 结合 ,两 个 证 明 都 依赖 于 线性 代数 群 上 的 零点 估计 . 男 外 ,他 还 给 出 
AE Ay BA a EEC (7) = 240732 

AAMT WR RAL, PE 3 AS Te Oa ek OP A eR. PE A 
fl, LCE ESE PPRA ET. 
设 loge, AIR EIE, A; ,也 , 呈 , 有 及 过 由 于 中 命题 定 光 ,并 把 定理 3 中 的 参数 
A 记 作 二 ,等 等 . 令 
D = dee (oo 六 Ho) 
E-I E, ie 
A 村 一 | 
B =2B(D + [|logA,, E" = maxle, D, [| logH(a,}}; 
1-1 3i 
TET HERE, id 
nol 
B = 2max(e, D, | By| | Bel) |] log A,, E* = maxle,D). 
j-i 
由 引 理 1.9( 记 dega; = «d, ) 可 得 
log A, >logH(a;) + log( D +e) 


>dh (ei) ~ $log(di + 1) + log(d; + 1) > hla), 
Mth S|F# 1.1 Ale, |S He} +1, 
| loge, | < ‘log | a; | | + nx < log H(a;) + 1) 4c, 


Moat 
log A, =e(4log( D + ©} + log(2H (0,))) 


De + log H(a;) + 1)) > Ela (i =1,70,n). 


于 是 条 件 {3) 在 此 成 六. 类似 地 可 验证 其 他 条 件 . 因此 ,由 定理 3 知 在 一 般 情形 , 蘑 
Ay0, Wl 
| Ag| = expl- C(n) D+ (log B (log Ay) (log A,) log E * ) ) ， 
因为 Did, Ha, SA, ARDY 
Dog B ) (log A i)e Cog A, }(log E *) 


<d"*? (log2 | E+ logd + logB + >) log log A, } 
al 


。 t | e(log2 + 4+ dlogd + logA,) + (1 + logd +iog 
re | 
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snd"? (Qe + logB + Pd SY log log A, ) .|| 2 dlogA; + 2dlog.n’ 
im! | 


el Dd (ogB + logh) + e270" » 2d + {| log; « log?” 
rai 


= ot D8" 4 224 Clog AL) ClogA, (log + log log", 
AMES) ,并 且 可 取 和 常数 cp = Car et D Aant = ergin lA Pes nin, 类 要 
好 ,在 有 理 傅 形 推出 (2) ,其 中 常数 为 。， 
友 混 适当 修改 A, ,并 相应 缩小 二 “ , 互 , 即 可 将 上 面 结 漂 改 进而 得 到 2°. 
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为 了 某 些 应 用 (如 技 番 图 方程 的 解数 估计 ) A. Baker! tl 还 给 出 对 数 线性 型 不 
SANA 一 种 形式 ,并 且 随 着 线性 型 下 界 估 计 的 改进 而 愈益 精密 .现在 给 出 一 个 这 
样 的 结果 ， 

定理 4 (N. I Fel’dman!”-) 设 logaj loga, 是 代数 数 c ,av 的 固定 的 
一 组 对 数值 ,8 是 非 零 代数 数 ,degQ (e ea D= D, e 是 下 实数 (可 设 0<6< 
Nh. id A = blogal + + bloga, — log8, HP 51,…, b, EZ. EA logA = 
max(th(B), ilog8|,e). B= max{2, 151i,… ,|b,i). 那 么 存在 止 常数 c= cj(n， 
D,a, loga E 


oc lale m (1) 
lip Ay 
Bo < cylogA. (2) 
注 1 Helsy MA 
2 
z 1 l 1 
[e — 1] = z +p CEEP (二 + 去 + 吉 + ) 
>|zļ|- iz[? = lela- lD Stel, 


FEMIAS} 
h -o git 
[aiat = Bl = eRT eP] = | al jet -aia Fi glial, 
A aT ARTE CD) RR 
0< Jala -plea (8, > 0), 


MEBER eC, BG. 16),017),[72), 2491 § 9.4.79). 
为 证 定理 4, FEST BF ROT aR EF AE 
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EI 5(M. Laurent, M. Mignotte, Yu. V. Nesterenko!!!) 设 loge, loge» 
REPS PRB osaa ( 40,1 ETL, 6), b EZ A = blogai + bloga: +0. 
W D -degl lai, a2), IPIS Ap An” B 是-- 些 直 数 ,满足 条 件 

log; > max{ h(a,), Megat 1 ) {i = 1,2), 


loot. tat 
B = maxle,D).B2 Tia + Blogs’ 


AA 
A| expt 一 caD (logA,) (ogAz) ClogB)*), 
其 中 co 是 一 个 正 绝对 常数 . 
证 在 定理 3 中 取 n=2,F=e,E* =B 并 用 A: 代替 那里 的 A,;, 那 么 定理 中 
有 理 情 形 诸 条 件 在 此 均 满足 , 故 得 结论 .证 毕 . 
定理 ANTE 铬 n=1, 则 由 定理 5 直接 得 到 本 定理 (在 定理 5 中 取 b= 


-l,a = 8,B= max {e A \, logA; = max(h Ca,), | logaj! e), logA> = 
logA ). 
DUE n22. ER MON 足够 大 使 满足 条 件 
M(logM) 一 > 6c26 DHA + nlogAy)?, (3) 
其 中 Ca 是 定理 5 中 的 常数 ,logAo= max max(e,h(o,}, | logea, | }. 设 pls EZ 
HO) BO FRR 
Bo > M", By > M*™ log A. (4) 
我 们 只 用 证 明 在 这 些 假 没 下 有 有 
{Al > eu, (5) 
那么 即 知 人 2) 成 立 , 共 中 可 取 cl = Mit, 
用 N 表示 满足 条 件 
N? > BoM? 有 N > MtllogA (6) 


的 最 小 正 整数 .由 (4) 知 NS Bo. 
IY Dirichlet RME (L271 82.1, EM FEE py, EZ IS 


po 所 MP 并且 


| | I 
| D 
ree wae 
N N 
po rS a +1, (8) 
ma Eto] PI ES a e 一 二 .于 是 由 (7) 得 


Nl Nn 


| 
| b, rP, s] b, 一 | To, E rP: | 
| 1 
-pd i]t 750,88 p, | 
b 2 
STM 
注意 由 (8) 和 (6) 知 当 M 足够 大 时 


N 


ress BAZM? 2, 


po M 
是-- a< 志和 ,从 从 而 由 (9) 得 


r 


+ “Bo (i= 
r 


| &, 7 rp; | < M 
仍然 由 (6) 和 (8) 式 并 注意 1 pry <M” ,得 
BoM" _ BoNM" 


因此 由 (10) 得 


bi rpi| < 32 G=] 


N 


‘RD. 


四 NSB, (8) MN >3(% +1) >37, 故 由 上 式 得 到 


Pa 


ld B } 2B 
< tbl 3c Bo N e Mo 
r r r 


| P: 


XIN r > Sim 由 (6) 式 得 


== logA. 


3 1 >= exp( >) piloga; ), Ta = exp( >) (b; ~ rp, loge, — 
A 一 1 


Wy fy 


A = rloga, + loga@ >. 


As 
学 


2 Bo _ 
log A, = = -nlogAy, logA» = vid. + 3nlogAg). 


m2 Ay Hex 


h(a < lalala) < 


-1 


G = ty 


n logig, 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 
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{ 


2 By 
六 杂 iog An a 


. B 2B, 2B 
WSR SON 4+ 1 入 Bo t 1,7! 2p, pat 所 以 


| 
log A, > > Tax| h(a 4), Megat L), 


Hop D =deeG (ài, oo) = D. ieh, 3) 


Ala SESS je, ~ rp, lh{a,) +h(B) 


nlogAo + log A 
<q + 3AnlogAg), 
log @ 2] <5, b ~ rp,| loga [+ ilogB| < (1 + 3niogAo), 


33 
siah, oE >N > N Slog A 2], AFI 


logA > max{ a aa) BEL A), 


FELH log Ay > P81 gA > 22a 
Tos 
log A | + log A > = M. 
PIER EM SAI A= rlgga tlga RER D=-D,A =Â, AS ÀS, B 
= M , Bag 
= 4 2 Bo r 
|Al= exp{ - caf ，- 2 (nlogAg) ， RM + 3nlogAo) (logM?) }. 

注意 (3) 式 即 可 得 (5), 于 是 定理 得 证 ， 

注 2 N. I. Fel’dman'””! iy FASE HE 4 2318 FA Liouville 定理 的 改进 形式 ;对 任 
何 次 数 4 二 3 的 代数 数 ,存在 两 个 正 数 co 和 wn( 吕 计算 ), 使 对 任何 pp OH 


cü 
> oe 
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在 ”=2 时 ,出 线性 型 A 的 下 界 估计 立即 得 到 非 零 代 数 数 的 对 数 用 代数 数 逼 
近 的 下 办 , 从 而 导致 相应 的 超越 性 上 度量， 
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我 们 日 先 考虑 loga 的 超越 性 度量 . 设 a ARC loge 表示 a 的 对 数 的 
iE- ER 4) E. 1932 F, K. Mahler! -MEH Fi aE Ga >O loge ER, W loge 
HB BEE i 

old, H) = Yld)expl- cilogH), 
JEt ye 是 与 多 项 式 次 数 有 关 的 未 有 具 悼 给 出 的 一 个 函数 ,el AAH cw 
数 .1951 年 N. E Feldman'6 给 出 下 刻 形 式 的 超越 性 度量 : 
eld, H) = expl- cad logi + d) (1 + dlogd + logH log(2 + dlogd + log/1)). 
Buri BAK. Mahler! 99 ih FAR ey at 
eld, H) = exp(- slog). 
1960 7F.N. L Feldman EHT: kt FAM <d. SH MR BRE, A  < 
(log) , mI 
| loge — €| > expl- cad?logH (1 + logd 7); 
1972 fe P. . Cijsuw l 考虑 了 di UgH Y RWE. FAR, RAI EA 
loga th ABRAR, 
pld, H) = exp(~ csd ld + logH)(1 + logd Y). 

最 后 ， 1974 年 ,P. L. Cijsouw 1 给 出 下 列 loga 的 迄今 最 好 的 超越 性 度量 结 

o(d.H) = expl- cgd* ?(logH + dlogd)(1 + logd) !). (1) 
我 们 下 面 给 出 M. Waldschmidt!??) xf 于 (1) 式 的 证 明 , 它 基于 对 数 线性 型 下 界 估计 
定理 ,要 比 P, L. Gijsouw 所 用 的 方法 简单 ,并 且 此 方法 还 可 用 来 处 理 其 他 一 些 与 
指数 和 对 数 王 数 有 关 的 超越 性 度量 问题 . 

定理 6(P. L. Cijsouw 1) Ba 是 非 零 代数 数 ,loga 是 其 任何 非 霍 对 数 分 
支 , 则 (1) 式 给 出 loga 的 一 个 超越 性 度量 ;特别 ,loga 的 超越 型 过 3， 

我 们 先 给 出 一 些 辅助 性 引 理 . 

设 两 个 整 系数 多 项 式 有 分 解 式 


È 
Pz) = ap? +t + a, = apl] i-t) Cap * 9), 
1-1 


Q(z) = bost t + by = bafl C-u) Co #0), 
我 们 称 
r{P,Q) = agèt IT, ~ u,) (2} 
rad} 


A BWA F, Q 的 半 结 式 ， 

引 理 9 P, QUEER AMR. 

证 ” 设 (2) 的 乘积 中 含有 1< pg 项 ,那么 任何 其 他 的 含有 1 项， — u 的 乘积 
一 是 为 地 ,从 而 
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-一 一 一 一 -- 一 — -$§ a - 一 一 ”一 -一 ”一 


r€P,Q) = = at II (t, — 1,), (3) 


其 中 求 和 展 布 在 所 有 aa | 是 (3) 式 分 别 闫 于 1/1,…,4。 及 
,tH xP PK PU A PR PRA PE AT or CP, QUE f), ‘tp Botley fis) BAY 

shu ent AM BOL MAURA Rags api bo. bg), BYR È 
ERRELEA. AROHA 7r(P,Q@) 考 0, 故 得 所 要 证 的 结论 .证 竺 . 

引 理 10 WH Ssi pD LES GB pi,jeESi1.…',g1|. MES, : 
《S| 中 元 素 个 数 )}=p ISi Sg ,那么 

la? ot I] s- uy) <2 (Cp + HPY Ua 1 DHC). (4) 

(ie S 
证 AA | ¢; u |S2max(1, u maxi, [aj |). Are 
[] :! t, u {<2 [| max(l, |t| )max(1, | «| ) 


te Ss Li 
=2( TI matt 19)" (Lh max(t, | 4,13)” 
<2"(1I et i£ 


从 而 


- j È ' $ l 
ag bo il (2, — u) | <2% {ao [| max(1, | ¢;| )* (éH max(L, | wi ))" 
LES i=1 fel 


<2" (M(P))9(M(Q))?, 
其 中 MCP),M(Q@) 分 别 蚌 多 项 式 P AQ 的 Mahler 度量 .由 引 理 1.7 8M 
MIPS (+p) ROP), MOO E+ gH(Q), 

由 此 友 . 上 成 即 得 (4). 证 毕 . 

SEU 设 PEZ[z|] 是 非常 数 多 项 式 ,w EC ,& 是 P(z) 的 与 w 距离 最 近 的 
Hk SES A. AT 

[r(P,P) lia El KATP (2a (PHP) | Plo) |. (5) 

证 it ty." yt, de P(e BBR CTR), Ap eH = ee p) Hp 
A 
€-1/<lt-al+ lo-lo] Gi = typ). 
PECK P 的 最 高 需 系数 为 un) 

lo -= €)*|r(P,P)| 


5 had Il E-a) £)* H (1, - 4) 
(ight S 


第 五 节 loge Me? MHRA 四 cui . 


È 
net | ag IF (a= t) tm 有 | ab? I] (2, 一 | 
7 -1 (rE S 
2? | Paw) | | a3” {| Cf, - i.) ， 
eS 
其 中 SOQ phx 11,…, pi. BEREI 10 立 得 (5). 证 毕 ， 
9| 理 12 谨 w&€ 避 是 超越 数 , 并 有 对 任何 次 数 所 of ,Mahler 度量 入 M (4d >l, 
M >e) 的 代数 数 关 有 
jw E| > expl- Cd logM)), (6) 
其 中 pCa, loge EA TERK S>, p >e EM AOS RR. RIEA FRA k 及 
满足 条 件 
A>, m >l, bs kd, logu > logu 
的 实数 3), 80,4), 42 有 
Pl dz, loge) 2 kpli logi), (7) 
ARA PRX 
expt™ ¢(d,logH + logd) — 4d(logH + d)) 
是 w 的 一 :个 超越 性 度量 ， 
证 设 PEZLz] 是 一 个 次 数 所 4 BSH 的 非常 数 多 项 式 ,& 是 它 的 与 w 最 
近 的 根 ,由 引 悍 9 ASIE LL ,并 且 注 意 (6) 式 ,我 们 有 
| Plo) ISl w E ŻE (2dH) -2 
= expl- kbd, logM,) — d*log4 - 2d (log(2d) + logH)), (8) 
其 中 M1 = M(E)E @ ff Mahler BER, di = deg(é&). 设 QEZ[z] 是 & 的 极 小 多 项 
式 , 则 deg( QD) =d,.H OLP A 
di Sdeg(P)/k < dk, 


gM (Q) = logM, S$logM(P) < 7 (logH(P) + jog deg( P)) 


<4 (log H + log d) = log(dH) 7k, 


由 此 并 应 用 (7) 式 得 到 
kid) logM,) S yt{d ,logd + logH). 
AINEA 
dlog4 + 2d (log(2d) + logH) <4d(d + logH), 
于 十 出 (8) 得 
| Pa) | expl- (Cd logd + logH) — 4dd(d + log FT) ). 
S EIEE. 
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EH 6 GEAR TEEM 3P nle a, pS - €,3,=1, 0 Ap = loga 一 
$. B degl fS d Sd MESM, M 
D= (Ge, Eha] S odli) S ed (ey > 1), (9) 
h(-— &) = logM(€)/d(&) = M/d(é). (10) 
MU BR 
E = ef}, logA = max(Ala),e! loga |,e), E* =E, B= ef © Plog A, 
CHIME A Cr) Rea BOM z 的 绝对 对 数 高 ) ,那么 容易 验证 定理 中 诸 条 件 被 满足 ,于 
是 得 到 
| loga — £ | >exp(~ caD (ACE) + logD + log logA) CL + logi2) (1 + log) 2) 
=exp( - caD (h(E) + log + log logA}(1 + log) !). 
注意 c/ tlogr) 34 ri A PLEA Br dy (98 
DO + logD)"! & edll + bogey + logd)! & cod (1 + logd) t, 
m EAA), (10949 
DARLE) + logD 1 log logA) = crtlogM(é) + dl Eogd (E) + dé }loges + cq), 
内 此 我 们 石 
| loge - £ i > expl- cid (ogM + dlogd)(1 + logd} 1). 
H TRR 8° logy + dlogd) (1 + log) 满足 引 理 13 的 条 件 ,所 以 
expl- cjod {logH + dlogd)(1 + logd)! -~ 4d ClogH + d)) 
JE loga 的 … 个 超越 性 度量 ,从 而 推 得 定理 的 结论 成 立 . 证 毕 . 
现在 研究 (a40 是 代数 数 ) 的 超越 性 度量 .在 1932 Æ K. Mahler 14 H e 
LS — PRG REPL BE BE PEM Rd SH AMR PC ZL 2), 4 WS (a) 
I} 
| P(e) | > expl- cidlogH), 
Th. Schneider ”也 证 明了 这 个 结果 ,但 不 必 假定 HS 1) (d).1972 Œ P. L. Gj- 
souw PERET e* 具有 超越 性 度量 
pld, 万 ) = expl- cpd’ ld + logH)). {11) 
1974 E G. V，Chadnovshy[4: 给 出 下 面 形式 的 结果 
pld, H) = exp(~ cyd  UogdH )log*d). 
1978 年 M，Waldschmidtt?33; 得 到 下 述 超 越 性 度量 
eid, H) = expl- cisd’ (logdH) (log( dlogH))* og logH + log logd ) 7), 
(12) 
(不 失 一 般 性 可 限定 d>1,H>1) ,此 处 cs 及 后 文中 常数 cj 等 均 与 a BK 注意 
AR Ascot C2) AAC): a4 H BEART, K. Mahler 的 结果 仍 是 较 好 的 . 
REHE M. Waldschmidt 的 结果 . 


RE loge Al ef PERETE I3 ， 


E 7 (M. Waldschmidt!) 设 a 为 非 零 代数 数 , 则 (12) 在 e 的 一 个 超越 
性 度量 ;特别 ,es 的 超越 型 二 3. 
AGE FS E. 
313213 设 w 和 和 we 显 两 个 复数 ,满足 
| 


we" laze" 


加 在 在 w 的 对 数 的 一 个 分 支 loge Ja 
Iw = eX | $ ie] llogw ~ vl. (13) 
证 用 [Log 表示 对 数 主 支 .因为 当 |z|=13 时 点 1+z ARAI- 1173 
LETE arg(i+ 2)are sinl 4, A 
|log(L + 2) | =v (log|1 + zl Y + Care + 2) ¥ 
< (tog 4 ) 十 (arc int) 
< 0.2 + 0.35 < 0.5, 
由 此 得 到 


sup Dog(1 + ai< 2 


下 是 将 最 大 模 原理 应用 于 函数 log(1 +2) /e 得 到 
llog(1 + z) | 3 |z| EHESS 
由 此 得 
llog( we |< 3 lwe? -= 1), 


EEX logw = Loglwe "}+ v, E413). TEE. 
定理 7 的 证 了 明 
首先 证 明 ; 欠 是 一 个 代数 数 ,其 次 数 志 qd , Mahler ESM (d >1, M >e), 
则 有 
let = g| > expl- cyg(a)d*(logM) (log logM + logd)? (log logM) 2) (14) 


GIR WUE Le? — 81 >F Let | USE GEM cie(a), 即 可 使 (14) 成 立 ,因此 我 们 
可 设 |e* -6 才子 |e"| ,于 是 由 引 理 13, 存 在 & 的 对 数 的 一 个 分 支 loge 满足 
le =- ElI lel |a — loge. (15) 


我 们 还 可 认为 
ilog: < lt lal, (16) 
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内 在 不 然 , 则 有 1a -logé = jlog] -lel 21, FHS) IHE YARR 
cota) ;也 可 重申 和 成 并 . 现 件 十 用 定理 3 于 对 数 线性 型 a… logé, ASAE TE AE 
S n= LSU RCRA 而 和 局 为 (此 处 的 )z Æ 1. RAIA Be 

fy 一 (Zilia) a | eyd{&) sn Cyd, 


、 A pe _ fa, ay 
E = e lgM, E DE, logA dz) ogMD + fal}, 


B = AGa la DE = &@ pa + al)logA 
主 古 416) ,容易 验证 定理 3 中 诸 条 件 在 此 成 立 , 于 是 得 到 
‘a logé| >exp{— ewh (Aa) + b+ lok + Jal) + logD + log logM ) 
(ACE) ogM + Sa | C1 4 logD + log logM) C1 + log logM) *) 
>exp(— cwd’ (log M)Clogd + log logM)* (log logM) $). 
Hew A215) BI HEA C14 R. 
AW ET EES eR BY 6° {logr) loge ! log loga Y Clog loge) ESIE B 的 条 件 ， 
Fhe oT A AAI. 证 毕 . 


第 六 世 ”补充 与 评注 


1” 关于 定理 1 的 证 咀 还 可 参见 [218,232,234,242] ,特别 ,在 [249j 中 给 出 类 
个 证 明 , 并 对 证 法 作 了 分 析 ， 

2 对 数 线 性 型 下 界 佑 计 的 基本 文献 除 正 文中 引用 者 外 ,还 可 见 [「177 .209， 
217,239,242,243 | 等 

3° 两 个 代数 数 的 对 数 的 线性 型 在 王 希 图 方程 中 应 用 较 多 “两 对 数 线性 型 "的 
BMAP AUR CIEE A. O. Gelfond 开拓 的 ( 见 正文 所 引文 献 ) ,进一步 的 工作 
可 见 [110,149] 等 文献 . 迄今 最 好 的 结果 是 M，ELaurent, M. Mignotte AI Yu. V. 
Nesterenkol |! U 得 到 的 ， 

4 第 外 节 给 出 建立 超越 性 度量 的 一 种 基本 方法 , 它 以 线性 型 下 界 估计 为 基 

出 . 为 一 种 基本 方法 基于 经 上 典 的 Gelfond 方法 . 关于 这 些 方法 的 进一步 论述 和 应 用 
可 见 150， 72 ,233] 等 . 

5 OPERARE G, V. Chudnøvsky 提出 的 ,有 关 论 述 可 网 [4816Ch 1) 还 
呆 见 [38 ,184] 等 ， 

6 对 数 线 件 型 定理 对 虚 二 次 域 类 数 癌 题 的 应 用 可 见 [19](Ch，5), 在 于 副 图 
方程 中 的 应 用 可 见 [19(Ch. 4),21,115,210,211.216,2211] 等 ， 

TORY padic 对 数 线性 型 定理 , 见 [261,262]. 

8 对 数 代数 无 关 性 猜想 : 设 AL, A, RIES RRO. BENS 上 上线 
ee Sd ER DRAEK. EE PERERA n = 1 得 证 }. 详细 论述 见 
235,249]. 
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1929 fF CLL. Siegel SEX OR RRR A E PR ROI ed BE BL ig Ps 
Bessel PRCA RULA BAA. EIGE E PRR SG tF ERS E 
数 在 代数 点 上 上 的 值 代数 无 关 . AS BTR Be PR AYA Bessel ALC Eel Et 
有 上 上述 性 质 .但 是 他 的 方法 还 不 能 让 曲 满 是 高 -二 阶 线 性 微分 方程 的 开光 数 其 有 
HARPEN. 1954 年 A. B. Shidlovskii 发 展 了 Siegel 方法 ,用 满足 线性 艇 分 方程 组 的 
E REE GRE E ERIH T Siegel 的 假设 ,从 而 得 天上 丽 数 在 代数 点 二 
的 值 代数 无 美的 -- 般 性 定理 ,该 定理 不 仅 包 括 了 Siegel 的 一 些 结果 ,而 也 还 能 证 明 
满足 岗 阶 微分 方程 的 一 类 超 几 何 EE CER FARRER A AE. ke ti 
性 定理 通常 次 为 Siegel-Shidiovskii 定理 ,本 章 主 要 介绍 它 以 及 它 的 应 用 . 

É F E pA RR Siegel-Shidlovskii 定理 ,是 超越 数 沦 一 个 重要 分 交 . 而 指数 两 数 
值 的 数论 人 性质 是 五 冰 数 理论 的 主要 基础 .本章 第 一 节 还 曲 专 门 介绍 一 下 指数 疾 数 
EUDES EAE Lindemann-Weierstrass 1E M. 


第 一 节 Lindemann-Weierstrass 定理 
在 证 明 本 上 主 此 定理 之 前 , 先 给 出 Ch. Hermite’ (1873 OA F. Linde- 
mann (1882 年 ) 分 别 甘于 e 和 7 是 超越 数 的 证 明 . 
引 理 1 设 从) 为 实 系数 次 数 为 mx 的 多 项 式 , 记 Hz) = |e Audu, 其 
= 旦 任意 复数 ,积分 沿 着 连接 0 Bl > 的 直线 段 , 则 有 


Ke) = DO) - St (2), (1) 
PEE Crd dems fr NAR Eat Cea SI A 
Kola |zle” f C21), (2) 


证 MaRS BB Fee CAS S| BD BRA Hermite 恒等式 ). 

定理 1 (D (Ch. Hermite! *!} e 是 超越 数 . 

Gi) CF. Lindemann’ 19 >) r eg. 

证 PCIE c ERR GR i e 是 一 个 代数 数 , 设 它 的 次 数 为 n, 它 满 
-是 极 小 多 现 式 为 


dpe” | i, ie"! + EEE 十 tL 一 0. (3) 
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没 p 为 充分 大 的 素数 ,定义 多 项 式 
flax} = r’ {r — PPer _ nF, 


iw 


J> Yaf "Fi ujdu = Nia Tl), 
ro” 7 ih 
HEERE Sak, A 


J=- SMa a), m=n+)p-1. 


r- 3-0 
WR <p, r>OM s<p-1,2=0, NR 6) =0, AG, i Aloi, 
O),pt 整除 Ai 而 APP 00) =(p- by! C- 1)" (nt), Bilt, 4 p>n 时 ， 
(p-1)! 整除 FP PCO MH p! 不 整除 PY CO) ALL p HE AMT Be ei 
Hae a-l)! 整除 的 整数 ,于 号 


i-p (4) 
MEDI 
和 六 aaa 二 ce (5) 
170 


RH 嘴 与 疡 无关 的 正常 数 , 当 户 充分 大 时 ,(4) 式 与 (3) 式 相 闻 慎 , 从 而 证 明了 。 
现在 证 明 x AEB BOY. G n EAR BOR WW 9=i 也 是 代数 数 ,以 下 三 日 ,有 
0, KANE WAR SI Ay SABA E m= denh), Ae? = ~1, 则 有 
(i+ e(l 4 0%) (1 + eh) = 0. (4) 
CO) ATLL SAR 2" he A Ep | 
B= af tee ted’ ©, g0. 
假设 这 些 B FTL PARAS IA a1，… ,a ,那么 (6) 式 写 为 
g ten ter tee =O, g = 2" —-7, 
Wop ARO RNR, TEDA nA 
fr) = m” lr apelar- a)? 


和 
J -5 Had = = Lje afu Jdu 


O 一 >; Yla), (7) 


这 里 5 =(7+ Dp- 1, 这 样 (7) 式 右 端 的 和 S SA a 是 关于 mays, ma, 的 对 
PRET, the p28 的 对 称 多 项 式 ， Hee Ei moO; FARE BR ee E XP Ah 


= ly > 


B P lLindemann-Weersirass s H 


是 -S ERR HIj <p Pe) = k), A p! BER 


Da AP Cag) HH p R, p HERR CO) PY PO) = Cp 1)! 
rua l 


mP- LD) Cape yay? AE OR BE A POO) tS 
BT p AAMC? OHE- D! BR BAR p! WOR. FR Oi ty 

Fl (p- DL. (8) 
男 -一 方面 , 田 (2) 式 和 (7) 式 有 


， 

， 4 - 

Pl No ale” Pah set, 
bol 


这 里 + Bop AEM, Et GCS) star MBA To AS RY EE 1 HE 
te. 
注 1 计 明 了 7 是 超越 数 , 从 而 解决 本 占 希 腊 关 十 化 圆 为 方 的 问题 . 
定理 2 (Lindemann-Weierstrass 定理 18-25!) 如果 apa taln lE - 
HURR E, CIMES FARE AL IA e, e e EA RREK. 
在 以 后 应 用 中 ,经 带 用 到 定理 2 的 等 价 定理 : 
定理 3 WKS LS REDE AAAI ACR cece REARS 
的 代数 数 , 则 有 
ces tom | cree 40. 
我 们 先 让 明定 理 2 和 定理 3 是 等 价 的 . 
假设 定理 2 ARE Ey ST 个 在 及 上 线性 无 关 , 设 为 poen BA 
& 5 aagi toot ape = kia ES, (9) 
& gel kb a WAGE, LS 
gB = paga, = 6. f= lye = lyo, 
STA EA SHR RY & Hs 
t 


1 nO A 
人 【之 af = Dae sae nz", (10} 


Hit & JES AAI ek OBA D e bil, e, AOE E EAR HA E E, A 
Hi Qiza, x) 0. ECO) pS =; =eh(j =1.°-,2) WA 


È 
1 J 
.en = N eta tt FAI 
“一 ] 


= oe" torre + pete. 
Wi ae EO 上 线 性 无 关 , 由 定理 2 Aet, et TEA FARK EK, 
em, 0% 0, Bl 
cette tee #0, 
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AE c 为 小 全 为 入 的 代数 数 , 因 此 定理 3 成立. 

椒 没 定 旦 3 成 立 . 姐 永定 理 2 相 成 立 ,那么 存在 PES BATE Pz) z,) 
AL ey] HA 

Ple” ,em") = >` Chk, fit tk, = D 
EREN S 

EE aoa CA ADERE RRENAREN TARR ee, ka PRAL A 
apta, ER FERREE, PFA kja tee t ka, 是 彼此 不 同 的 ,这 与 定理 3 的 结 
沦 科 后 , 从 面 定理 2 成 立 ， 

证 明定 埋 2 需 要 下面 几 个 引 理 . 

引 理 2 令 pl ,pw BRAHMS, ml, S am 是 一 组 正 整 
#0 Sf Hid 


Sut = NEL (11) 


ABA fr: EME — AY 1 Tk (We T Je) WRI FSB) P = Plz). Pa = 
Palo) deg? =n, (i=l, oom) FAA PREM: 


R = R(z) = YP,(z)e, (12) 


mee = 二 0 的 零点 的 阶 为 Drd .opR(z) 二 N. EDA P OMAR RR(z) 可 以 分 
别 表示 如 b, 
m -al on 
P,(2) =I (o -ae +i] 于 k= Ayo ym, (13) 


x% =- 
sth 


Riz) = a ] LEG ie Jae .di 


ti t- TEn 一 
lm- io ot 


(m 22 232 > OQ). (14) 
TAM eres pn CCM, 
PRO) |e 
nylon, 
证 由 引 理 的 假设 ,我 们 有 
Roz) = Pilzen" +--+ P(e en = Ht . (15) 
比较 (15) 式 防 端 z",z!1,…,zY AR RE Pz) RRR AA MR RA 
NITIR N +1 PERE EE, RPE A A 4c HO YT IA LE 


AER, RAE ,因此 Piiz), ,已 (z) 也 是 唯一 确定 的 . 记 p=, ERT 


$- P Lindernann- Weierstrass 定理 -119 ， 


-一 一 


N'(e*® PCr) =e A+ DP Cx). 我 们 用 归纳 法 证 明 (13) 式 . 当 产 = 上 时 ,用 (15) 
RA Py Ce) — ce yt Rc = 1, 13) RARE. REBRI ORT p, 个 数 为 m - 1 
CEREN, PF AT PRO m, IS RB. > N= Nn, H 


Dm ERE Pè) = ST pet (elt PeP C2)) 
&-- 1 


= N ele PCy - Om + Dy P, (z) = H(z). 
一 方面 ,出 (13) 式 有 


W 
Hig) = Pl Re Pa?) _ Det {x ye oe 十 


in | 
=r NG] +ou, {16) 
> 
Qi(2) = (op ~ pm + DY Pilz), 2 = loi - 1, {17} 


CANES HR ORS P.(z) 的 次 数 相同 , 则 有 
H(z) = Ya jeh 2 = ¢ an bon 
它们 满足 引 理 的 条 件 SU m Am ~ 1 CEE o, 用 mi -po 代替 ,由 归纳 假设 有 


Qe) = la p+ DI ll 
-1 


由 (17) 式 订 得 到 Pile), Pa- LOWE ODA. WA e PH AUR eM, De 我 
PE Dm ” , 按 上 面 推理 ,同样 可 证 P(xz),…, Pee CB. 


下 面 证 明 (14) 式 成 立 ,对 过 级 数 f(z) ,我们 定义 J(f) = | Cade BRT 


PCA) = Fz) JDP) = fC 2) F0), PEA = | a rade (n 0), 
Hy (16) shay 
Riz) = emf" Cz) 


-ee {z= t)" — H(i)dt (z >0). (18) 


n,, | 
SAT C18 0 AY AKERE. X m=2, 由 (18) 式 并 取 Q, (2) = 2/0), A 
R(z) a ee or oa Ede 
nil: 


Tiz- y ze 


eff ele qs 
th ee ee 
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ree 
= | dt) (z >}. 
Hala! 
fy ‘ey -7 
$ > ty au 


HUBBY C14 xf p, THON m - 1 BE ABA 


- m-l ; "g 
i 
E 1 `i 
H(i} = | || [er Py ‘aera (+ >), 
TEE T3 p: Ae 
ty “il. - we 7 


HERRA SR, IE a5 0 EL 


x pom * wn zs 
Rig =| = | -È Pi | apt > 
(z) ba! >, i re fh Je nmd dt, 2 dt, 
了 二 


k-i 
tit = 
I tn ha 


e rm p 
7 | | [} het |e dt ad {z > Oj, 
Pe ANE b-i R- 


这 就 证 如 了 (14) 式 成 立 . 关于 RE1) 的 估计 ,由 (14) 式 立刻 得 到 , 引 理 证 毕 . 
引 理 3 EGE 2? 的 很 没 下 , 取 c= 1, m 22,4 


MN = max - 


Wh fy 
BOD ZOM + 2)%, k= ] mi, (19) 
UME oy. om CA MBA 
neig’P,(L) EC Za, klype, (20) 


DU GEN , Tee 


qp- o) E Za, ig =lye,m, i xj. 
证 ”利用 公式 


2 nl 
(w+ Dy"! = ot | " Jara, 
F 


r-i 
Pt 
| og n= Zt 
= j: - ] n 
SMES) | " | MD?" 
， -和 r Hep: 


— Mec _ MD)" 12% /n 


| ml n 
- (ar P| znl {2 >O,k # 5), 
WIDAR STE =z > 0,4 


畜生 Lindemann- Weicrstrans a EE ” 12) : 


| Plz) SA 
， 一 
g MS „5l k MD et /n,! 
r --th r ! 
RFN Y y 
<f MS rip l Fotha r 
roll AF 
LIM +z), 2 > Ok = 1, ,mm, (2E) 


Hi 21 aXe ANB C19 AR. A F piOn CA OREA se | EH, 
EA PARRA Be AN TE TART A 的 次 数 为 d 的 多 项 式 


Gort sty) = `, E; a Eph, (22) 
kije aa) 
使 得 
Glee) = 0, (23) 


AMER (22000 oo EZa BE RMT ENTE as sy 所 得 的 扩 域 
WAK A= TK 2 |. FRAT ee RPA Ree ,使 得 
Matk- a> -F\ MTree (24) 
& -1 点 一 ] 
成 立 
用 Yi Ta Yn 和 Lin paddy" Ln 4) HUE aS GARR ALL f Al f -d 的 单项 式 
容易 验证 


(25) 


Hi 一 


fin) afte 


n 


TE 
APsa=m—ortil wm AZ, FEL SMR (22) WA 
LG = ay Yt gg Yo tote + Gon Yun 
MW eG ler RARE VE. PE ZG HAY. Ya 的 线性 型 , 它 
EPEC, PPR Cay), ro sss ERE r. 


3 一 方面 ,对 于 单项 式 Yis a ,由 于 aya, 在 受 上 线性 无 关 , 可 知 
数 
P: = guay ttt Bites {= 11, 
EK 中 上 生 不 相同 的 数 , 而 及 
de Te sn 

As 
ma = 2 n”, KISIR, 

lan* 1, “GR tbl sm. 


对 于 给 是 的 ptt, pm Bem Ck) an, (k), 应 用 引 理 2, 确 定 HET 
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— 


hakz) s Pan Ce) AEF 
degPy Cr) = 1 (2), 2 = lst, 
利 | 
Rta) = PayCa det Ft Pate jel 
wo kf k= 1.0, ob Be Ee SAA Pa C2), Pe, Co) APR RE 
Rel 2), FITIR ACH 
Patz) -e Py, €z) 
Ate) = | 
Pale) = Pay C2)! 
由 Py DELEA ORERE, AOA min 次 多 项 式 ,而 其 
余 的 项 为 次 数 之 wor' KN, FE deeri mn". 99- A A A Apt An 表 
RACOR MCR KA FRM 
Alz) =e PP(A Ryle) to + AR, Ce)). 
HELE 2 知 , Ord oR (2) = Cn Ch) be ton, Ch) tom lmm’ +e lS 
mn” JR ACZ FE z =O SRE A oman” AES y7 0 使 得 
A(z) = yg", 


从 而 和 
ACH) = det( Pull) iei pete Æ 0. (26) 
Fien LLM RRC Py (1) rece ec PIR n 一 r TSE Cay), ios 构成 
-- on BrE oy RRB. AK m — > PTE P DD ce 的 第 天 | Be, 
“shy AFA 
PT = anf 一 下 下 小 R, (1) = 6. rt=Hlyut,m-r, 


Mid fB-O,ttm—rt+1.-im. BAP AREER 


Ce + ”十 pn ef = Be » R= l,m. 
LS Ay tt Ay, 表示 行列 式 ee 的 第 一 列 元 素 的 代数 余子 式 , 则 有 
< 一 = (AlB + + Anim de” 入 0, (27) 


这 里 EEK ,由 于 pies pm e 无 关 , 并 是 互 不 相同 的 代数 数 ,由 (13) 式 和 (20) 
式 知 , 存 在 有 理 整数 T WETS (a) 和 Tay © Zg Lkm- rst SIX 
m) XA ay Can r tSS m 1S Sn AREER PRR TEL ECE, 
因此 有 

daD E (ef aD, (28) 
LETAIS c OAA FERI csc t ES n’ 无 关 的 下 常数 . 设 生 一 E 名 和 为 


Bo P Shidlavski gH . 123- 


EK Pte, BS 3 ODA AE NS cnt WA 


| a ug |S eg (Lei éeim, leis ar), (29) 


| e| wel l . (30) 


于 是 


ERAR? 的 RU1) 的 估计 有 ， 


Be Ees "Cn ”Ec (Cn P 
IZS m- r), (31) 
出 (27) 式 则 有 
belch (na)1) 天 
Ho) AB 1.2 得 
loge? (Cn EY ™ log) l>- Ch - 1)log| £l- hlog(den(£)}} 
==— {h - 1 loge 一 Flogte Ca* tyre, 
于 地 有 
n` logey- mlog(n*)t =- n" ho 1)loges 
-tm — r)(n"* loge, + log(n " )1). 
由 于 选取 n” 充分 大 ,由 上 式 得 出 
m Atm — r+), 
即 
rs (1 一 rae 
For Ale 的 定义 (25) 式 ,上 式 与 (24) 式 中 选取 的 AFE, AT (23) RR Ry, E 
埋 2 WEHE. 
注 2 由 Lindemann-Weierstrass 定理 可 得 知 e 和 7 都 是 超越 数 , 并 有 日 如 果 a 
O,acA ARA e BEREI Hermite-Lindemann EM). 
注 3 定理 2 的 证 明 方 法 是 下 面 Siegel-Shidlovskii 定理 证 明 的 基础 . 


第 二 节 ”Shidlovskii 引 理 


fH Siegel-Shidiovskii 定理 之 前 ,本 节 先 证 明 一 个 Shidiovskii 引 理 . 
皮 反 是 -个 有 限 次 代数 数 域 .考虑 下 面 齐 次 线性 微分 方程 组 


yi(z) = DAE i = lnm, (1) 
这 里 g(xz)EK{z), R vile) sym DEK ERR) RR St 


。 J24 > SAT Siegel-Shidlovskii 定理 


Y =QY, (2) 
yiiz) | 

mY st: QT Cafe, WOMB A Vo WE Yi, Yo 
EMESS 


E Vps dje DEK, Hy ay Yi t aY E Vy Bll Vo AK 上 上 BY fo) at 25 zj. id Vo 的 
AERA N M, iD aA MEME m (4G M= -0, Mi Va Agta). Gi YI (z J . ,yu C2) de 
《二 的 -- 给 解 ,定义 线性 型 

ACY) = È Pale), 3) 


这 里 PECEL: LAA 是 用 (3) 定 义 的 线性 型 全 体 组 成 的 集合 WA BK Ez] 
上 的 线性 气 < mpi BY) 4 ALÀ? EA apao EK lel, TJA t+ ardArE A), A 的 维 
数 为 ,显然 有 0 和 nn 各 ( 当 = 和 时 ,A 只 合 有 零 问 量 ). 令 本 (zz) 为 g(x) 的 最 


小 公分 母 ,T(z)EK [z], 记 微分 算 子 D= 了 (x) 站 ,对 于 4 中 任 一 向 量 4(Y) 有 


DALY) = MN TOCP’ (2)y (2) + P(e)y (2)) 
= STP! leyl), 


这 里 PS (2) = T(z)(P C2) + SY P.(2gslz)), i=l, ym. FH DACYICA, 
将 此 性 质 称 为 和 在 也 作用 下 是 闭 的 .如 果 Ord, og, (2) 200i, jam) WR 
APA RHOD EF MP. 

引 理 4 设 Vo TERK LERES M,A TER [z ERHO a, M >n, F 
H A 在 已 作用 下 是 周 的 .那么 Vo 具有 一 组 基 Y e, Yu EHANA A CA 有 

代目 ， 上 二 一 人 
证 OWA, A, 为 A 的 -组 基 , 对 任意 4EAU 有 
A= wat + uA u CK gzl], i= dyin 

由 于 A 在 六 作用 下 是 闭 的 ,所 以 PE A, DA = Xua i = beeen SYED 
的 任意 一 组 解 , 令 w = ACY) FE l 


-TCD (Y) = > u,(2)/P(2)a,(¥) 


-DAT 


E TET PTEE 
S: W = UW. 


SOE Shidlovski YIA -J25 ， 


it Ve EA AEH S 的 所 有 解 集 合 , 它 同样 是 EAR Eam, HERG A 
NWA Os. Nein <M. VV 是 Vo 的 一 组 其, 全 wa HAV) S7 
1 上 MM 还 令 

we] 


W, = 


j 
Wyb » 


于 是 Woo, Wu ES 的 M HER, Pee Bon 个 线性 无 天 ,所 以 有 M- nu TR 


aq Wy, +t + any Wr = U0, =le, M-n, (4) 


PAU AT EA A — A M x MS 


| ail Tlo aiy 


aati CU AMM 


使 得 detA 40.4 


Yu 
则 了 Yu DE Vo 的 -组 基 , 并 有 有 


ACT =A (D apV, ) 


= Zan VW) = Ža Aey = 6 
(i= 1,",2;k = levn, M-an), 
ix AS (4) sh a 
A Yk) 一 和， 天 二 二 AT 一 也， 
引 理 证 毕 . 
SRS aS Ty SA CE BW Vo 在 K 上 的 维 数 为 om HH Vo 的 
任意 一 组 基色 | ，…, 殉 。 可 以 由 下 式 给 出 
(本 = 
HW, V, Ag RA Aa SE, 
fan CO Blm 
: | » ag OR, 


med np at Vo Va RP A A CLA Oe 


A= 


BAEK Siegel- Shidlovskii 定理 
i 一 (Ware, Wa 


Ord, -ydetf = 0. 
证 设 现 是 (1) 的 任意 一 组 解 ,由 (1) 的 正则 性 ,1 的 系数 矩阵 可 表 成 


和 (sz)= SQ ye, MH Qu WE ROEM MT Ord... Wie0, 上 是 
2- Ü 


W = > oa Won zt W = -5 AE +1) Wee : 
这 里 Wn 是 常数 列 向 量 ， 由 微分 方程 组 ()， 我 们 有 下 烈 弟 推 关系 
(2+ Wear = Ro) Woy boo + Qe Wa, 
于 是 有 
Win = Q Ww, 
Qo = CLA), 
Qi = Qe), Qr = 7 Qo + Z Qw 


1 l 
SES = -+ Qo + CUEN + FRU Ao + 3 Qa) 


SER H = 1+ >) Qm, FEW TUS RW = HW) ,如 有 果 Wo 分 别 取 工 的 
f-1 


列 向 量 , 我 们 可 以 得 到 二 的 列 向 量 ,分 别 记 为 Vi,…, Vms HF dotH = 1+ Si h;z' 
70, BB Vice, Vn 是 线性 无 关 的 向 量 , 并 旭 它 们 是 微分 方程 组 (1) 的 解 ,这 也 证 
明了 Vo 在 政 ERER m. 如果 令 


fan T Aim 


A= | : 
Git Ul Qmm 


EFRR ERE, a, EK RI = HA , 则 得 到 了 = (W, Wa) WW, EJ 的 
列 向 量 ,同时 也 是 微分 方程 组 (1) 的 解 , 并 且 是 Vo 的 一 组 基 , 则 有 Ord,_vdetf = 
Ord, -ydet H = 0. 引 理 证 毕 ， 
BA HA A, ERER, OS <m, MARA ROM = min =u, ARS 
Vo 具有 一 组 基 Wi, e, Wp 使 得 
A W) = O, h = loys = lm (5) 


成 站 . 仿 
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MUY) = Paley lz), k= 1,,p. 


bo Rae 


p* = 


} 


(Pilz) > Finl ©) 
| | 
J 


Pale) e Pam (2) 
由 于 A 是 线性 无 关 , 所 以 PRR u, T 
[Pale Py] 
detP = det| : | 天 0， (6) 
Pale) Pyle) 
那么 存在 aim- pw)? elo) EK (2), tE 


Pi, Cz) = 2 Pri(zdey(z), 由 二 
出 (5) 式 有 


ACW) = D Pu (2) (watz) + Y e,(z)ay(z)) 


p 
= Dy Phil z) Fa (2) =0, AS ly sk = l,m H, 
i] 


biS wlz) 
这 里 Falz) = wlz) + 2 e,(zJag(2),W, = | (6) 式 知 ,detP 尖 
me CAES 
0, 所 以 
Fe) (7) 


(DRE p(n -pA NR, EAR p 个 系统 ,而 每 个 系统 的 方程 个 数 为 m- 
H ,其 术 知 数 为 éj n+l, z) a Eim (Z) ,而 每 个 系统 的 系数 都 相间 ,其 系数 矩阵 为 
os 
si — ， : 


tom C2) wn) 


S= 


wm, ylz) oc a 


wm Cz) e wm an C2) 
把 矩阵 S 的 j= py +1,… ,zm 行 分 别 乘 上 ef(z) 然 后 分 别 加 到 S 的 i=1,…,y 4 
下 , 则 有 


+ 128 - BAT Ee Siegel- Shidlovskii 定 HE 


一 -—— 一 -一 一 ee ee OC — -- 一 一- 一 


DO $M 
“fp ott saf 
由 于 Wo W, 是 一 组 基 , 所 以 detS 关 0, 于 是 des-40, AmA 
e,(z) =— hiz) Qiz), T= laws Sgeti OR, (8) 


这 里 O(a) = dees", 2; C2) AR NCR j ÍT o, iiz), 9 OF) a (z) 用 
on C2) 5° m- al (r HRP E ASB ON. IA RR a = rs N (a) = 
max(degr , segs) . 

引 理 6 存在 一 个 常数 co >0, RRM TS HERA), APE A. 
如 果 <m ARAMA i,j 有 

V (Ce, C2)) Seg 

证 A> Fi RE H 是 引 理 5 CP fe) te AB RE , 设 $i, Ea $, 是 日 中 1 Ht ,2 By ，…， nl 
阶 子 式 的 全 体 ,由 于 det 蝇 关 0, 所 以 和,…, 旬 不 同时 为 零 , 记 Vo 的 任何 一 组 基 为 
Wi Wi ,由 引 理 5 知 , 存 在 一 个 非 奇 异常 数 算 阵 4 ,使 得 了 = (OW Wa) = 
HA ,所 以 的 等 一 个 子 式 可 表 成 如 和 十 … + bd, bb, 为 常数 ,而 Olz) 
AR 2) ARE J AER, TE O(c) = + +o, Ayl) sey Pete 
epolete eem. Re ed 6 PRECARA 
WW Sirs. OR <s, MA 


1 
x 

?, 一 Y Enpe = t +l,,s, 
re=1 


于 是 
Alz) = > (c+ > ga Be 
~ 1, Cz ) = > Cyr t > er Jf. 

用 于 Q(z) 天 0, 所 以 co 1 Y cgs(r = 1,…,1) 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ,不 妨 设 


a= fll 


at X ega 0AF d, EK (2) 上 线 件 无 关 , 由 (8) 式 有 


¢—2+] 
oolz) {ett D ega) (ey + 2) caga) = 0, 
c=f+1 7H] 
于 是 在 


TES, = (co + 2 yaga JG + 2 coat) 
Aa TERAH, HAER e, (xz) 的 分 子 . 分 母 的 次 数 只 依赖 于 g,1 的 分 子 、 分 母 的 
次 数 ,而 如 的 分 子 . 分 母 的 次 数 只 依赖 于 微分 方程 组 (1) 的 系数 Q. F fhe, C2) 


第 二 市 Shidlovskit 4 下 理 - 129 -> 


分 子 . 分 租 的 次 数 是 有 界 的 ， 世 和 依赖 于 Q 的 相关 次 数 , 而 与 4 AK. Yess 时， 
引 理 是 吕 然 的 , 因 ej{z) 可 表 成 常数 . 引 理 证 毕 . 

引 理 7 (Shidlovskii 31 理 ,[201]) E Y ÆT RRR AARAM, E 
NBA yy Cc). yal), EMEC EREA, HRATT z=0 点 是 解析 的 , 邻 


Pi(z),…, 了 D(z) 为 m 个 不 全 为 零 的 多 项 式 ,定义 A(Y)= VP )y,(z) 和 
Anil Y) 一 DA, Y), ACY) = Sz) 9062) = 1,2,-., 其 中 ACY) = 


a(Y) = > Pylady(z) = - HA] D= Tz). 如 时 

Ord, - ACY) Cm- 1) max (degP, (2 Ny eee. (9) 
这 里 。 是 一 个 确定 的 正常 数 , 在 引 理 的 证 明 中 给 出 ,那么 行列 式 
Pulz) n. Pin (2) 


A= #0. (10) 


Pl z) _ Prom ( 2) 
证 FAIR MERE RACY) ,Ny( ERTELEK, pm -1, 用 引 理 6 前 面 的 
论证 , 存 厅 有 理 函 数 sji{ z) 司 得 


Pii(z) = SS Pu(z)eu(z)， h = pj = pet l,m 
fad 


4» 
Piz) = ye) + 2 yz) 942), B= lypte, j, (11) 
则 有 
AL Y) = D Pule) Fie), A= yyy, 
FRA 
3F,(z) = Soa Y), b= Leg (12) 
这 里 
Pulz?) rer Pisz) 
ô = detP = det i : , 
Pale) = Pule) 


0 为 算 阵 已 的 已 ;fsz) 元 素 的 代数 余子 式 , 令 s(z) 是 ejy(z) 的 公分 母 ,由 引 理 6 知 
max(dege(z),deg(e(2)ey(x))) S ce < Cl ， 
DA AER 
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e(2) F(z) = e(2)y(2) + D ee lzy). ER 
让 引 理 的 假设 yy (2) ,…, yn (REES, MA 
F, z) 40, ¿= 1 pa. 
如 果 假 设 Ord, -oy, (2 22 ARE, MAY Ce, (2) cy, MA 
max(Ord, -oF (tz), Ord. -oF (2)) Se. (33) 
& a = Ord,-oAtY), 由 引 理 中 的 定义 有 
Ord, -oå (Y) Ord, on 1( ¥) -1 
Ord, ACY) ~ Ce - 1) 
=a-(u#—-I) (SAS pz). 
由 (12) 式 和 (13) 式 有 
Ord, -0 之 a- (p — l} - c2. 
为 一 方面 , 令 max(deg1 (e) deg T(x) 4; (2)) = cs, 
X - max (degP,(z)}, XX, = max (degP,:(2)), 


出 关系 式 Past, pz) = Tiz) Ph, p(z) + Xn, nt Tj) ded). rn 本 得 Xiao SE 
X +3 MX, SX + th - Wes, 由 于 deed > Ord. - oo, 于 是 有 


-D a > degé > Ord nd D e ~ (p - 1) = cz, 


uX + 7 z= 


HR c= (an ia, teat {m-2), HRE 所 (mz 一 1), 则 有 
a—(m —tX<c, 
OO) AAT ATA u= mmx, 引 理 证 毕 . 
注 1 实际 上 由 引 惠 可 以 得 到 Ord, -vA(Y) 的 上 界 舍 计 
Ord, ACY) < uX + werd, +(n-1) te, 


这 里 p WERTERAL CY). ,YY) 中 线性 无 关 元 素 的 最 大 个 数 .X 和 ci 是 明显 的 
RM TE X = max (degP;(z)) 和 ca= max(deg T(z), degl Tlz2)q,€2))), H 
ARM co 是 非 明 显 的 , 它 依 赖 于 非 明 显 的 常数 co, 并 由 (13) 式 给 出 ,但 当 关 = m 时， 
Fez) = ylz) Ri) cp 是 一 个 明显 的 常数 ,cz = max (Ord, =oy.( 2)). 

注 2 Shidlovskii 引 理 对 Siegel 的 原先 工作 进行 了 改进 .C. L- Siegel T. 
作 需 要 对 微分 方程 组 (1) 附 加 “正规 性 "条件 ,才能 得 到 相应 于 引 理 7 的 结论 ,一 般 
FiK, RHF Siegel 的 “正规 性 "条 件 是 相当 困难 的 . 而 Shidlovskii 引 理 , 只 假定 线性 
第 分 方程 组 (1) 的 解 是 线性 无 关 就 可 以 了 . 容易 验证 ,满足 Siegel“ IE RUPE” SRE I 
微分 斑 程 组 的 解 , 一 定 满足 Shidlovskii 的 假设 ,反之 则 不 然 . 


第 一 节 Shidlowskii 引 理 


引 理 8 (C. L. Siegell231) 在 引 理 了 的 假设 下 , 设 0<$<1,a€EK ,aT(a)* 
0,2 ny= 4+ (这 时 c 起 引 理 7 中 的 沉 数 ), 设 nno, N=maxdegt Pirpana 
1 ,还 设 Ord, =0A CY 22mm -l nj- LARA TTAR m PB PS OSA Shy < 
A, cl On] tant ay Cr, EAR AE BO eg oh 

kala) oo Phmla) 
: 10. (14) 
| Phala) ot Ph mla) 

证 S 8=Ord, ACY) ,由 引 理 的 假设 

B-m- DX Zemn - Om -1)X - dn —-1L SO - bn - 1 
{1 - f)ar- lže, 
根据 引 理 了 ,有 
Pilz) œ Pi, C2) 
AT 7 0, 
Parlz) oc Panig) 


HF ACY) = 2) Pifz)wfz) h = 1,…,m, 立刻 得 到 


T 


Ayig} = SAAC Y), r= l,e, (15) 
k=l 

这 里 AL A A BY P,, C2 RRA Fak. 

pı = max (Ord, -oy(z)), 

HSER 7 pI LEBA A 


degA =< mX 十 mim — 1} 


2 3 
xA 
Ord, -på Y) > B- (Gn - 1), k= 1,,m, 
由 (15) 式 有 
Ord, -å = A- {m -1) - py, 
A 


& =degA — Ord, -oå & min —1) + mina, 


mn+[¢énjl i 14 Cm —1)+ py 


<a! fn | + mem — 1) + py 


<'¢n]4+ n, 
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XH n= mins | do, + py. Be EYE A a) 40 MER, BROS Ss, 
对 (15) 式 作用 kT DRIER = = a, MA 

Tla YA Cady (a) 
= (3) Py (a), (e)) Wa, i= Ty ym, 


这 里 注意 到 v C2) A BAIR A BRA AT (0) = 000 0 <4), Wi 为 
Ay, (a RIG A T a) EA Re RS AR EA A. OT Ca AY (Ca) 0, 


vila) ,… ,ya (9a) 可 以 表 戌 m te MEH STP, la)y la) Ch = Ly ym +8) 
rel 


的 线性 组 合 , 而 年 阵 
Pala) r.. Piala) 


了 e 已 ,ma 
WRC m, 并 有 天 ++ 委 天 + 有 + 从 而 存在 -一 个 行列 式 
iP, ia) = Pa la) 

#0, 


P, afa) Bi Ph mla) 
这 里 bel, LAL L ham + [On] + ni SRE. 


第 三 节 Siegel-Shidlovskii 定理 


AEK 为 一 个 代数 数 域 , = [K ;QQ 1., 先 给 出 Siegel 关于 E 函数 的 定义 ,一 
Sf AT PR RR 
f(z) = DIG 2"/n! (1) 
如 采 满 足下 面条 件 , 则 称 为 KK 上 的 E AR. 
l. C,6K ,n=0,1,.; 
2, 对 任意 给 定 = >0, 有 
(G= Ola”), n — o n; (2) 
3. 存在 自然 数 序列 |g, 1” |, 使 得 
Git, © Ex, k=O Ls nin = 1,2,. 


gr = O(n"), not {3) 


第 -前 Siegel-Shidlovskii 定理 + 133 + 


成 六 . 
最 简单 的 天 图 数 的 例子 是 e ,sinz ,cosz 太 上 其 有 代数 系数 的 多项式 等 .上 ae 
H4 Fim 一些 性 质 ， 
L E ARAI TOLE E H% 
SOR FG E HB, | /C1)dt RE MM; 
3. WR f( 2) E E RR.EE ,那么 Or) EE BR; 
4. 有 限 多 个 下 pea ek REENE AR. 
LR FER E ARR — pa a SA ED BD EE a e 变 到 az ) 
的 运算 下 是 闭 的 .， 
下 而 分 别 定 奖章 次 和 非 齐 次 线性 微分 方程 组 ， 


[4 


TH 


S:yi(z) = dy (2) yl), i = iye, m, (4) 
s=] 
Soy {rz) = qolz) + D(z)y(z), b= lym. (4) 
了 一 上 


| 面 一 组 方程 中 ,对 所 有 ij gy (2 EK Ce) RE Te) CK r ERE giz) 
A tee /]\ 2s op BE, 

ar EB HÆRRA C. L. Stegel 和 A. B. Shidlovskii 所 建立 的 基本 结 
R: 

定理 4 (Siegel-Shidlovskii 定理 ,[201]) 设 yiz e ya DO ELME LK 
LEHL E 函数 ,并 满足 非 齐 次 线性 微分 方程 组 S RRR yj(z),…, vy lz ME 
KK (xz) 上 民 数 无 关 . 若 aEK pe (a) 0, M yila, yal OEK ERAK. 

在 证 明年 理 4 之 前 ,需要 下 面 - - 些 引 理 . 

3| 理 9 令 m2 yir) e, (2 AKA PBS 5, HEA 
上 的 天 pe RR O< <1, 0<4<1, $ p=mn-[fa]-1,n 为 充分 大 的 自然 
数 , 则 有 

1. Hi&-HARGHSH ADI P(e) Zyl el AUSS), ETI RRA 


aol 

Plz) = X, Gat, iG = i,m, (5) 
37 Ot 
并 有 , 
Gy = Qin t, l&i ml jno. (6) 
2. 线性 型 A(Y) 满 足 
ACY) = SUP Cr )y, (2) = az’ “vt, (7) 
1 -1 v- 办 


其 中 


， 13 4> 第 六 章 Siegel-Shidlovski 2 Æ 


| a, | = vO). “ou ce p if. (8) 


WS PCr)=tn-1)! Vg fil,i = | = ST fel Alpi = 


- Q 一 站 


liam, 将 它们 代入 线性 型 (7) 中 , 则 有 
AN 
asa DIS 2 lee vp? 


HiT) AA a, 0, OS p= mn en] j- 一 1), 这 样 我 们 有 关于 未 知 数 为 gz 的 户 
个 线性 方程 ,而 未 知 数 的 个 数 为 g =n HEA EAL a, =00=0. ,六 -1 分别 乘 
Tid, An 1)1, 这 里 d,- de fy Sim 055 < pyaar Ea 


的 系数 为 4; = dp ia oO Pep - 1) ,于 是 有 


— 


a T?! 
A =max| aao] Edy 1| foel 


Op — 1) POC p — 138 PD 
LO mn Yr) = Oln”). 
fs) 1.13 A, FEDERER 2,62 x ER a 0O 1), AE 


max| 85] Se (cqA Jo? BS elomnO(nt"))F 
= Olp tmt) — Qin”), 
AiG, = E 9, BAG = OGO, 4 yep > m h A O(n")= 


OO"), ÆA 
| a, | <n?m2'O00") OO) 
<n OCF"). 
S| Hur 


记 微分 算 子 D = 了 (z) 区 ,定义 11(Y) = Dy CY), 如 果 设 A(Y)= 
UP)» (z) = Ù Pie jy(z) = A Y) MA Aal Y) = D Pail ef (z), i 


OP. Cz) = T(z)(P', (zz) + > Pa): = Ipem. & | = 
max( deg T(z zj degT(z}q,(2 x) 记号 E 中 的 记号 )， f= max([T()) 
Tae), 

Wu = = Mag 和 = Doe (v, 之 0 是 两 个 下 上 的 蹇 级 数 RIEL: u 
o WAM Ala louse KE v, RSA i, 和 有 “es uae 


FT Siegel-Shidlovskii 定理 


FERS T(x) :和 T(r) g(r) KE TU cy 
引 理 10 在 引 理 9 的 假设 下 , 设 eo CK pe Tad 40, WG 


| - 
P,, (a) = OCU) Leta Lint mtn. i 


Fil 
An Yla J} - Otn HI Teny ZA lg] "Er 十 My, (lü) 
RILE R ny 起 引 理 员 中 的 常数 ,(9) 式 和 (10) 式 均 在 ”很 大 时 成 立 ， 
证 用 归纳 法 可 以 证 咀 
Cee OC al tei yy If] + x)” Le fh- Pde 
e |) Cues tom ton — 8), E= Lyte yan, (11) 


ot 
ee eee cr 
Pelo SP r) O(n ESTE) 十 入) ol 


IELA FER A ay, SEW Eat PBR A + 1 RY, 


t= yt, ay, 


Proiolsd= T(z) (Piz) + u Pry (qn) 


KK TU tw Oy Urea pee TT Cues 4 pz 十 好 一 D{m 十 本 
v-Ü 
- {l+ gjen Dalh Vie, 
A l 
<< Ofni TO) TL + gyn lth, [| Cues tom to — 2), 


REI CCL. 由 于 hell dn] 十 机 上 ny, 4 n RABH, 
rela 十 a)” Lail OQO a), 


JEE, i a FRAT AY 


[| era ta ot oa - 1) = Ont tery 


zsh 


由 (1D 式 ,最 后 有 
| Pl a) 一 Oa MOM OCR) OC Ptr) 


= fp lety, 


SLO) = Xlalr^l, MRIS A 
ep 

ALY) = ACY) = Jagal E Liz). 
b- 


FY BRR ay PAE BA 
MY) << TEM +g)” {TH (a fa 


T 
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2 由 一 人 


LE (es + re} JE Ce) «(H ws) (1+ + Ay Le 
d? 


r-l] 


Chey)" D9 ý g mP (z), 
4- 10 tjj dz? 
对 Ose WS h 有 


4 
TLl) $ n" a SOC Sol 
dz d2z?: 


Kn" yi Ollo FAM e"l, 


rT poa 
TRA 
Ap YC) ATE + g) Da(2hea) n" 


Ss) Olu + AEM ot ol, 


Top h 


id? po hma — 20 bn] m-n llm o 39) nel dn hl AER <mn, 
m/S)) WR vp- hea Prk 


fv +h jalota) Æ (20°, ul = wet, 


因而 
人 . Tg you 
Yolo t ATY Ja lS S (20) i a | + a |e” 
-pk vitm -dn T 
3 (2 E 
= 2 del eX 3 
vet debe U 
Fi 
ST OUo + ha /vt = O(a On 
1o poh 
heii 47 


jasCY Ca) < TP +1 a 1°83" {(2fean ) n" 
. On 3 m3 ) 
= (tisha Ol Jed 38) ny ， 


由 于 (3e)(m ~ 38) -49l 充分 小 ) , 故 得 
ACY = OC Om T 
F MEHE. 
引 理 11 在 引 理 10 的 假设 下 ,还 设 yj(z),… ,yz) 在 K (x) 上 线性 无 关 . 设 
oad ie Cadi yy, (a) PEK EMAAR AP I 
sith 当 长 为 实 代 数 数 域 ， 


p= a> |S na Se FeO 


 — Siege- Shidlovskii 定理 + [37 + 


A A =[ 4% a l RE WR Ary A Ye RR, MA = er. 
HWS TMe)40,a 不 是 微分 方程 组 S$ 的 奇异 点 ,所 以 ya) i, Cat 
HU ANAS UR p ==, 引 理 已 得 证 , 现 设 Ip < im IBA vila), yn, (a ER 
上 有 wi 一 6 个 线性 无 关 的 齐 次 线 件 关系 : 
Le = Seyita) to + Simi (a) =O. ksilem- p, (12) 
He Si EZ x. Sl 9 AES HSA Pyle}. Py Ce) MRTE 


WACY)= SOP Cz) y.(z), EIRE degP, (z) < a —1 MOrd. ACY) p = 
H 


ma — | fn] - 1. ARR SIPS, 5 n > not}, FEIK A L h doe L hmn Lli | 
tmt ny EIE A, CY Ca)) Ay (Yla D BEAK. BA 12) 式 , 那 么 存在 指标 
Piety 使 得 行列 式 
P, Ca) me P, aba) 


Py Ca) mv P, mba) 


a=| 7 #0, 
Sii 1u Sim 
Sm-p,1 17 Sin pm 
于 是 有 
Ë 
Aya) = XAA (Ya)), k= Lym, (13) 
i=] 


这 里 A 为 A 的 第 i 行 、 第 上 列 的 代数 余子 式 . 由 引 理 10, 可 得 |A| = 
Ola Pom al Ay |= O(a tone D), 由 本 章 第 二 节 中 的 推导 知 ， 
deg P, (r)a —1)4+G, -leak =l, e,m, Sloe | tm t n, TE AHE 
为 a WERA, CARRS A + dey) toD + 22e; Jno E RBR > 
RAK). H a= denta), 9 Raa Asiva ERO =R, RO, ROW R 的 共 
WA RE Zk,| RRR! |21, FÉ 
| Al ! ghl 142%, ] 40 | AD ATD | 
Se Ofat eyjan 
= O(n Iel y (d4) 
RHE A -- AW A HR, AHR e 充分 小 . 
另 一 方面 ,由 于 yila) e, Yal aO BEA E, WR yla) t0, TEHO) 419 
A E ye Ca pOCn PP PY. Qty ir DTD (15) 
28s (14) AMIS sh 4 n OKA 


BNE Siegel-Shidlovskii 1 


| = OCA TP re DYP ale DYCH a Lim -1 TEY 


(1+ 2¢jolh - 1)+ (1+ p+ eo} tm 1 -7¢) 0, 
dé Me 充分 小 , 则 有 
站 -AP - 1) - Cn - 1) 0, 
是 为 实 代 数 数 威 于 , 则 有 
Gath, 
MEK 为 复 代数 数 域 , 设 AD = A, FJ 
lai qghiltoh | ALB Alay! 
FEA ETIESE, YAS 
oo 2a pm 
HA AATRE og Me RN | 9 E he SR | EE E. 
ie. ARR BE SE AQ i eR Pirja) = ~ pr = 
0, Jep Ch eh E i. MENA Cah, A0, hytt hy = deg”, Ciba 
degP RR BL BIR P 的 全 次 数 ), RIP Pirr toza) 为 齐 次 多 项 式 . 让 
Toora AL IBA MED OR, RE TT ESE SE RA Plr) € 
Llet ted ABA PCr ty 天 站, 称 它们 在 L 上 代数 无 关 . 同 样 ,如 果 它 们 对 
{TBARS FRR AR Plea x) € Liz en E Pire, tn) KORE 
HEL PRR IR. BUR EB PA REAL EAT x1 ,… ,xz FEL 上代 类 
相关 或 齐 次 代数 相关 . BR Plein) BL Let] THERE, JN 
degP = ABA 
P Ce ces, = APC rs gj, 2,727) 
是 -- sR eh AA 
P(g ta etn ad = Peps, Zm- 
FEAR TARY F Fl SJE. 
引 理 12 WR r0, $ yt ye ey R= lye me l, W] ye, ELE 
FRIE RISE BREEN sic ay, 1 在 L ERAK. 
引 理 13 B oyle, ya TRAE ABA S, ETE- i 
ME K, H vilr), ye (DEK C2) PARRA K. MR eZ, 
alla) A0CT Cs) AA PI RETE ZI) ABA yila). yala EK KAEH 
AK. 
证 FAR WERE RIE vla), y EK EFRR AR AG ER Ad 
专 放 次 多 项 式 Pore EA Leper za h EPO Cada Ca) =O. BE 
deg eH NATE PO EIR pw. ayes PRA 


PG EILH E AS -139° 


Via) Ca) PO lala) =0, ktd ky = N= k, (16) 
RHE R R A RE FI va) a) Cki to +R, = N) 的 线性 型 ,这 
He PET CERT RICA uN m BARTIA 

NOO =t) 
Rhum T | FHN, m 一 | r 


m-t m — | 

BBR mona) E REGIEI E, Ce) =item Ce Cay bd, 

—N),i- PEN mAB E RR JF HCE ATE SRA S 的 齐 次 线性 微分 方 和 y 
H, SRM JASE FEB S 的 系数 的 线 福 组 合 , 它 们 的 最 小 公分 母 还 是 
Pe) ABE yy Cady Ce FAC aK EL 下 (zz 人 = ,pow wm) 线性 
ER. ip WE Ca HL ye DAE RR EE EO, HE, o 
pm 但 另 一 方面 ,由 (16) 式 知 , E O WE N-n TREKKA, TE oS 
HN mT JIN- k ai 这 就 意味 将 


HN, m — FIN; k,m = PAN. at Ah 或 T> LAN an “Rh ) ` (17) 
由 上 二 
— CN + m 二 了 — 1 ee u-t rl 2 
EAN m 一 NI m -| | = Tm -D + (TV ) 
以 及 


ÍN- ZÁ + -H =)! a | _ mol, apie 
HN- = ON RY DI Gn TEN T BPE OCH). 


所 以 当 N 公分 大 时 ,有 
Non T JEN -bm ~ OLN”), 
HOPET, TEIH T oy Ce), yy, Co EPA RRA. 9] HEE 
企 文 献 [205] 中 引 理 13 BRA Shidlovskii 第 --- 基 本 定理 . 
定理 4 的 证 明 令 yy (z=, et ABZ, vy (2) yi (2). vy, (2 AP 
EOFS KER PEGE A) h HA 


yiz) = Dal ylz), = 0, lynn, 


这 里 gy (2) =0,5 50,1, BF yn 2), Yn (2 EK (2) ERREX, AV 
中 引 理 12 知 , yole), ym fe ) 在 K(z) 上 齐 次 代数 无 关 th 418 13 Al, yola). 
Ym Ca) TERK ER RREAK, AF vo (oc) =1, HASH 12 知 , yj (a), 
Ym (a) 在 KK 上 代数 无 关 , 这 就 完成 了 定理 4 的 证 明 . 

在 文献 1205] 中 定理 4 也 称 为 Shidlovskii 第 二 基本 定理 . 


第 四 节 MWh 五 Re 


这 一 节 给 出 Siegel-Shidlovskii 定理 的 -- 些 应 用 . 


+ 40 ， BAR Siegel- Shidlovskii EAO 


dH ILA eR RGE SU F 
f(z) = > ee (as fey", (1) 


4 bya iol bpn 
这 里 a,b, 本 Da tn),la0)l=i,mn,?7eEN ,a;,b,AD), 
一 上 ,一 之 , ~~ >), 
引 理 14 KIORE m MERTEM TE 
Quy + Quay PTD tor + Qoy = (bi = 1) Cb — E), (2) 
这 里 Q; EC[z],i=0,…,m. 
证 eosi W 
(B+ a)lz/t)" = (n +a)lz/t)", a€EC,n = lpr, 


(dt (ba Dei + Cb, — 1) F(z) 

-y (a + by — Ejea + bp + bm- bland: viann] 

— [ bj, nj- [è [bnon] 

[ann + 1jla,a2 +1] 
[bin] el bmn] 


“(2 ft 


= (h; EED (zs) B) 
n- Ü 


AA. KA 
(tallele tafia) 
Alapatt liar,n+t+1] nt 
=> Toa) Toon] bz fr) i (4) 


由 (3 式 和 (4) 式 得 
(TTC + C, =D = eA T a t a) A) 


=(h,—1)---Cé, - 1) 
引 昌 证 毕 . 
注 1 如 采 有 一 个 疡 =1 ,那么 F(z) 满 是 齐 次 线性 微分 方程 . 
引 理 15 如 果 «6,60 ,6,40,-1,-2,---, MELEAR f( 2 HE E A 
数 的 定义 . 
证 改写 eA PR 


f(z) = MALAI, 
+-O 
这 里 
eC AE 省 ， = ot, 


[bs Cnt ier? 


“yt ne, 
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Hri a= lisit loom Ra NAFN, a =a /8,a,PEZ (a. P=1,8>0,2 
FO, 1, 2.0.8 ¢- sal + hele Ol=licanl=ale tat (2-1) 
He “llalaet. 

我 们 米 侠 究 分 数 [a n]a itg- Wp land=+ [print = |p, 
这 里 p 跟 过 所 有 素数 ,j, Aln, 为 正 数 或 等， 而 m aT WL TE NRMF. 先 设 
pre, wi Pan220. 对 每 个 正 整 数 t, Æ a.at Bia + 28,…, 中 相继 的 p' 个 整数 中 一 
下 有 有 -一个 被 p 整除, 这 样 [a ,nj 的 分 子 至 少 有 [np ] 个 和 至 名 有 [n/p']+ 1 个 整 
RR p 整除 ,假设 # 整除 aa 十 有 at 一 8 中 之 一 ,于 是 

pS max ta + iB] = max(|al,|a+t (rn — 1)8|) 
<nia|l+ n@ = ne, 


所 以 1 所 1M, =[log(cn)Aogp 1, Jf AL n/p le My X Snip). (这 里 
pip). AVE pl BM pla a+ By, at ln- 1)8, H m, = St BFI nln, 


同样 有 0<np = SEAE Dy = n. AIK, 4 pte it, BOS mpo np 
i 
af AT 


È 
< (np) +Hy- ST [a/p JM ps % p| 8 aT, A 0 my — np- Cin t 1)n 
rol 


t— l 
Qin. ® U= [Le V, = 2", 将 [a,n]/n! RAB a, n/t = 
ef 8 
Up Ugs Cun Un ) = l, Un >0. 则 4j iy, | Uns Vn | Vas H U, 和 Va 的 定义 有 有 
U, | Units Val Veo, AE Hips “sy 的 最 小 公 P< UL, Ug, °°" + Uy 的 最 小 公 ia 
RE V .由 素数 定理 得 
1 n logien) 
lone SX log 


= O (ti joelen) = = O(n), 
所 以 在 在 一 个 正常 数 ci , 它 只 依赖 于 a， TA cl1>> 序 ,使 得 USt A VS 成 


六 如果 将 1 a IE anon SE ea ar EP Cey). 
AA HIRE HE. TE -PERR c, EARME aib, s I| zx, S3 和 和 | v 
Sieh AA rots aa 的 最 小 公 倍 数 X Bl yy. cy, RARR Y, 也 有 同样 的 
EF 
< Yeh. 
(nt)! uo Catt)! 


FF ye uk et Ze Cnty F a Pyne ,所 以 对 所 有 v, 有 | 六 | 二 = 站 人 .这 里 


. 142 ， BANA Siepel Shidloyskit 定 埋 


e TT BAER. td g, H fons. fi, HR SEAS BD AS, Mg, = Yue ech 0" 
Sei On") axe ATER Re. OME Ce AL E ee ae g 
埋 让 上 毕 . 

HH Siegel-Shidlovskii 2 FEAT HI, Gn 8 WEA 2H Lie) FPR BERR BO kE 
ERRE, FATEH IX AL Ll Be AS ER 1 A RE AS BE A 
儿科 E pC KE RA E AE R A- eR UL fey E ee Be PE 
Siegel -Shidlovskii 1E FB HAI BA . 

例 1 Wi =O,m = 1.6, = 1. f(s) =e Ream. 如果 yy, € 
A SPAS 上 上 线性 无 关 OF AGEN en ,-… e EC (2) 上 代数 无 关 . BES BTN 
Porritt) = OP Cede SCR H BREA BR eA = (Ajs 


LEH 


ho BARER, Ph) E C[z1, 并 有 日 首 套 系数 me 7.0. 由 假设 知 yCh) 一 
hyi tot hy, eR Piz, en yo et) = SUP, (2 ere EV S| FE? 3 


ch 
AY WED ,对 站 用 门 纳 法 ,可 证 明 Pe et tet) 了 0 因此 ee FEC Cz) 
PIERE. XA Í 
fee = ye, f= lyn, 
AEH 4 亲 刻 得 到 oe TEA ELIE. RAB Lindemann-Weier- 
strass 定 旦 的 证 骨 ， 
例 2 Bl=O.,m=1,6,=Atl AGC QA - 1,-2.6) (TER 


plz) = Dg TEET 
ER EIER RRE E 
y = Ave t+ (Ll- A/z)y. 

1959 年 A. B. Shidlovskiil?°?: GEAR SX F p (oR ENEE: AEZ ,hn 
PU, S2 TD A A ADEA RARA HAL A, EZ OS <j 
Sn) iba CAG o, m HEEG ERK, ECA (S1, m) JFE 
EJE H MIER, Mintia TE RA p (az), pa (E)n g (Fei = 1, 
or, mC (2) ERRER. 由 定理 4 立刻 得 出 ,(a tm PE p la), pa CE), 
izlee, m=; en EOQ LRAT E. 

例 3 iF /=O,m=2,6,;=At 1 b> ntl, z 代 以 zi(i=v ~ 1), FR 

= D r aTi) ， 

URR e50 AA 1,-2.0, f OT ER 


第 五 节 ， 补 充 与 评 江 an 


-CC 


C S D zy" 
Ke) = 2; Til - 
EWE LID FRR RTE PE 
yr tly +y= 0, (5) 


而 Bessel RA C2 SES RRA 


Ie) = Fa (F) eae. 
1959 4E A. B. Shidlovskiii2o 证 明了 关于 K (RAER ACO A A 


2 为 小数, 则 Ki(z) 和 KAET (z) 上 代数 无 关 . 
A yy = Kile) y= KiC), HEURES R, yi, vo 满 是 下 面 线性 微分 方程 
‘fh 


, 2A ti 
Vo 二 一 a A 一 Y (6) 


出 定 4 ne EZD, ECA ,那么 KEV K GEHEG PEREX. 

原先 C，L. Siege HHA K, (OA KORRATA R ,用 到 微分 方程 
41(6) si ee 40 TEHTE RIF MARRAS yi 和 y 代数 无 关 . 上 面 这 
些 例子 只 给 出 了 一 些 满足 一 .二 阶 线 性 微分 方程 的 超 儿 柯 E AR ERRUA ERA 
代数 无 大 性 ,对 于 满足 高 阶 微分 方程 的 超 几 何 E 晒 数 的 一 些 结果 可 参见 文献 [31， 
142,189], 


第 五 节 ”补充 与 评 ; 


1 定理 4 的 假设 是 下 图 数 组 代数 无 关 , 对 于 E 困 数组 代数 相关 情形 ,有关 这 
HL EF 并 数 在 代数 点 上 值 的 代数 无 关 性 的 -- 些 结果 参见 文献 [205](Ch. 4). 

2° ATER 4 的 定量 结果 , 即 E 陨 数 什 代 数 无 关 性 度量 可 见 文献 [40,76,99， 
152,153,204 ,205] 等 . 

3 关于 指数 函数 在 有 嘿 点 上 值 的 有 理 联 立 通 近 见 文献 [14,141,2631]. 推 / 它 
{HIE E KAE, XART G8, 144,255,256, 257]. 

4° ERES, BA BY] — R E A.C. L. Siegel? g os 
日 市 ,他 研究 E ARAIA E, BT LE aj- E, RA G 函数 ,例如 


log(14 z), Derat, CRR LTR G O) = SP hann] nag o 
A [bn [Ann] 


，]44 > SAB Siegel-Shidlovskii 7 
时 Siegel FFI -A at Hh it 3B pRB A BE AT REE AEH. TSE EE 
用 了 Siegel-Shidlovskii 定理 的 让 明 方 法 ,对 G 函数 做 了 深刻 的 研究 ,得 外 :系列 结 
BE iif Wh eR 32,49,77, 225,226] 等 . 


第 七 草 Mahler 函数 值 的 超越 性 


在 20 批 纪 各 年 代 ,K. Mahler 126 38,136j 兽 研究 了 菜 些 满足 -- 些 类 型 的 也 数 

方程 的 消 数 的 超越 性 质 .20 世纪 70 年 代 以 来 ,这 个 方法 引起 了 人 人 们 的 注意 并 被 进 

- 步 研 究 , 从 市 形成 了 一 个 基本 超越 方法 , 称 为 Mahler 方法 ,本章 是 此 方法 的 简明 
3 引 论 ,并 以 超越 性 结果 为 主 . 


第 一 万” 单 变 量 函 数 万 程 解 的 起 越 性 质 


设 玉 是 一 个 代数 数 域 ,kK[[ zx] 表示 变量 = 的 系数 在 K PHAR, 
d>1 是 -一 个 整数 ,对 于 两 个 以 a,(z),b,(z)EK[zj 为 系数 的 的 多 项 式 


Valdi AM Daleki, 
LA A(z ) 表 示 它 们 的 结 式 ， 特别 ， PRR Rtg u 无关 有 是 记 和 作 c tz), 出 邻 
Afxj=c(z). 
定理 1(K. Mahler!) 设 f(z)€ Ki c ]JA aK R>O, HR oR 
方程 
Ya (a) f(z) 


E) = 二 一 一 一 一 ， mdab © Egle). (1) 
Dbz) fle) 


E /(z) 在 KK(z) 上 不 是 代数 的 ,而 a Eh 0< la] <min(1, R)H Alat) #004 
上 六 0) , 则 fa) 是 超越 数 . 
K. Nishioka 考虑 (C1) HAR) ARTE 
Qo 2, fCe)) £27)” + Qi Cx, fle) FCA + 
+ Q,(Cz,f€z)) = 0, (2) 
其 中 QEK zu AR FFA Q0, 0 QE K( 2) bul, THEA gE 
Kl2,u0/|% g€Kiz],g40 适合 


giz) = S gle u)Q leu) 


RNS 
m = max deg, Q;, M = max(d,ar). 
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定理 2fK. Nishioka: !® 10O BF flee K[ z] | A R Fí R>O, AEAN 
MEID HAPET Ce) ECR. A 
Mn < d, (3) 


fi aE .0<jal<min(1, RB gla A04 k50), W fla) KERR. 
我 们 将 证 明定 理 2 并 由 它 导 册 定 理 1. 先 给 出 一 些 辅助 引 理 . 
设 Flr j= V ape EKIL] ] Hwa (2), FRPP CEES BK FEZgl zu, 
vj] 适合 
F(z, f(z), f(24)) =0, (4) 
Ref Je) = owt £0, (5) 
其 中 Fle, u, vide F SF a 的 俩 导数 .用 he 表示 使 b, A0 Wiel Fin h. A y 
=] yit- od HEH, EAR 
fiyr) = 2 Yi, 
于 是 
F(z, flyr), flsizt))= Da Aly dat, 


Felz fysz), foi) = 2 BO, 
其 中 A， B,C Exly ](k220). BAe YG A<O AY, A:(y) = B.C y) =0. KHA yaa 
一 = lapli- flai) =f), fla; = f (27) PU) 
Ayla) = 0, Bla) = b (4k =0) (6) 
引 理 1 # h,i121 H h<2i, Ml deg, A, &1, # E AnP y HEME 
By Cy). 
证 h A, (xy) 的 定义 ,我 们 有 
Fizy t Dine’ ye” + Diyet) 
bi bye 
=A eyz + SAM 2. 


如 果 degy A, 之 1, 则 有 i+ dich {H de2,h< 21, MAIER deg, A, SI. 


a 
Jy, aT Eple foa), fly327)) -=- 


~9 1 A 
OY, h! ae F(x z, Dayne! par ) z=0 


第 a 单 变 基 RRT FERRIERE TEE 


HINA Sve” ABE y, BEL bot SF 


l att . ~- NOI 
J 2 (Bs, Sy, Syte) 
hl ah «í E a IR 


| 2 | | 
Th? jal Pale Myre), fyi 22 Veg 


By, p. 
Ot FE AB 
引 理 2 PER Rc DOR DEN i be] 
loglasi< cklogtk +1), Dia, € Za. 


K 
q Ek -x 
fa = max{2, » ou |E rads D h| onila 


j“ 
D = det Cb, , hr! Da 
我 们 对 六 用 归纳 法 证 明 当 上 31 
anyon) << (034 (ho 1 PETE H p ELA D 
DEPTT AD ay, E Za 


Hy | BE 
Arg aby) 一 2 Bog a (yy + Cithty), 


- 
Ay tas a sdk tk 


其 中 Chen Cy) 证 
fy KY L, -4 
pap? Dawe? ( > yz aa De ) 


rode et rey tR ETHE 


(7) 


fanl), 


(8) 
(9) 


(10) 


P = 的 系数 .在 (10) 式 中 令 y=a ,出 (6) 并 注音 由 ho 的 定义 知 当 i>ho+t+h 


HT Baa Ca ) = Aon sas = 人 ,从 而 得 


Oy a + Cr, pla) = į, 


注意 ( pala) le -HJE h Bay Aga, a 的 项 之 线性 组 合 , 共 中 下 标 ka hy, 


thn. 于 是 


jj 雪人 (> T ho + h)Ë t max| ak 


2 
其 中 (是 证 整数 组 并 满 是 


— = -7 - -一 
kn = hig | figs Pah, SAT; = L 5a E 


SE Mahler Rae aH 


下 | tot th + tp tee tt SPAg t+ hk. (11) 
WR A= IRA r=O0, GAT seize, te fA + 1, 可 得 

| bay | a ; Di Car a, ) E DA ， 
政 (8),(9) 成 立 , 没 放 >1, 朋 (8),(9) 对 an, -ez< 有 成 立 ,那么 由 归纳 假设 可 知 


, oM 
car {hy tA KAL | ag aga, “a, | 


eh hy + [E hRS? L [| | dryn, | . ERZA 
wm 


r 


Seg" (hy t DARE |] (Ces Oro + NT ) 
Bal 


- (hy D Tee ho ), ch 
= (hilh, VARY e (e3 (ho + DATE thn 
, eA ts 
LAS AEA FSS 
(1. a Db, Dia, ar 》， H (DP DU D pho Da, ) 
= DO DDD DOD aha, arap tag) € Za. 
因为 易 灶 +=0,r=1 及 reed 诸 情 形 借 助 于 (11) 验 证 
hite th SA, 
b+ 2h) te 4 Al —r SrA - 1, 
hilek th SA, 
(hp toe th ot Dr s&h tee + hag + itr teete 
=h(2ha + 1), 
因而 (8)(9) 此 时 也 成 立 . 由 此 可 以 推 知 存在 c1 A DIERY, EEE. 
引 理 3 i4 A0, A, Ci =0,1,°°, 2) CA, FHA A8 + Appr teet A= 
0, 如 


证 设 BEA 的 任 一 自 同 构 . 若 !81<L, 则 14o81< | Agl< Ad: 
条 1 ”| 衬 1, 则 因 (Xaar DERRIER 
ASRI = |= (AT + AS(B?) {te + AZC)” 


BOP AR Beta PR R Jr PE AE N ER ET ， 149 ， 


a! A | + [ASil gel + ma [AG BIE <>) Al 


He S| EB 

现在 米 让 明定 理 2, RS J) Ro REE PBR Pe) ECAR 
RIAI Fad CK (BSAA — Pid SP RE IRAK ), HEER Q, 有 代数 整 系 
BE SEAT ALAR FE LER OL 使 

Mn? < ddt., 
我 们 用 下 式 定义 常数 u 
Geek G Midad't 
J Mid, AR E 0< we 12,56 
nME = ndd E = (Cn? Mdd! yO < ddt. 

十 十 我 们 可 选取 数 9 和 8 WE TIER: 


1< q< dE, >, Mo < dq, ndg” < dg. (12) 
Fee ee c,>0 的 与 上 述 诸 数 有 关 . 
HAR E DRIA 
Qula fla Dfa Y +t Qla, fle#))= 0. (13) 


hR iR Ait glat 40, ATL Qa? fi EDG =0,, n- Dp NAA 
HERES 
j}, = min}; | Qla , f(a )) # Of, | 
并 归纳 地 和 定 文 
Yo=l, Y=Q Co? fle” DY, (Cr) 
于 是 Y, 400% r20). 
AAL 当 之 1 时 
[KC e fle®) :QI AIK :Q In, 
Yd yr at) ‚dení Y,),den{ ¥,.f¢ a) LM . 
证 ”众所周知 ,如 果 FCE, H FL,E BOM RL MALE: Q)] = 
DEC E ULES ],FiEB—hALARM BIBER. 
为 让 第 二 个 结论 , BE deg.Q; (2, «<i fah] fla) |< cy eg > 1), 8 = 
denta ,f(a)), 于 是 
Qla, fa D| Z escht VM; Ca, fla) E€ Za (Q= 0ean). (14) 
HH jo 的 定妆 从 点 程 (13) 叮 知 
Q, Ca, fad} flat)” tote + Qa, Fa)) = 0, 
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P hE C14) Aes | 3 HE 
[Y] esche}, 
FMY |， MY, fat E Fa. 
XF r FY ATE E b 19 R) 
[Yds es((n DO Ch A, 
AF CIM M 


一 -一 一 一 一 -一 


| alte “|< (Cnt Lest 


(gy ‘ety, BO ay fF a? ) E Fp. 
Fy aE UD ay FE BE A E , RHE FP 
命题 2 BREN, p52 g], por 2l e] WFE p 个 多 项 式 P(x) 


2 kL 
Nh € AERIENE =i Py — 1), RE Ee -1 , 且 pi Sc {di aR 
pod 
Ele) = SPC) lev = ae! 
goth hot 


ATE PAS RAT PER A< py py /2 的 系数 A, HIF. 此 外 , 当 上 & 充分 大 时 


- H 
1 „a f; _ ty 1 fy 
PAETA ’ Ani cf 


Sia, © Za (8, ERECEK). 
证 msi 2 UT 


XIA (Ce) le] < R YAR, 所 以 
| HE Es cotto ($ > 0). 


我 们 记 
f(z = Xat (0). 
容易 验证 


pth — 1h yt : 
[aalsa 0 
| a eta? ; h N ‘Yen <3" Gh 220). 
AEWA P, (e OSS p, -1) BIA pips 个 系数 6, ,我们 考虑 以 它们 为 未 知 数 
的 下 网 pp 这 个 线性 方程 在 环 Z# 中 的 解 : 
Naa Di = 0, O<h <p), p72. (15} 
JOR AE EN G7) OS <p, 一 10 和 i 这 min( p.-1,h). H3 2 H 


第 - 节 单 变量 函数 方程 解 的 超越 性 质 + ES] : 


Dp , Cla, FB 
DP PPa pa << TPT fn 2 x h. 
由 引 理 1.13 可 知 (15) 有 非 平 凡 解 5, € ZK SEAL 
BE, ONG Sp -1,0SI<S py - 1. 
因为 /(z) 是 超越 函数 ,所 以 由 ;和 (zz) 构造 出 来 的 函数 已 (xz) 不 恒 等 于 零 ,由 
Re) 的 构造 可 得 
An = 2D ap bi (16) 
FOR ACHAT A Cy i) OS p< p,-—1,0<i<min( p 1,4). Whit An AR 
EAS pp), AARON a,=—0.4 2 aK, M aS A 
| aa] < piper ef < < $. 
FB. DPR UFA OY HATA a,.;-; 的 公分 母 ,因而 令 8 D 即 有 
ôi AE Za ,最 后 , 仍 由 (16) 得 到 
LAES pieds g s cg th 
于 是 命题 得 证 . 
OF pK E, (2) RAI AHA, o 的 最 小 下 标 , 并 用 下 式 定义 7(k)EZ: 
l g <H< grb 
$k 充分 大 时 He p po 2Q2q* AM rekk. 
命题 3 We EAK, W 
[Q (Yi Ela }:a 1<(K:Q]n®, 


Ck} 
log Ye Eat ) , logden ( YA Era )) 
< cul maxl Ma”, du!- my rth) 
证 ”第 一 个 结论 可 由 命题 1 推出 .为 证 其 他 结论 ,应 用 表达 式 


YF, (at) = Seal” YY (Yay flat d), 


rik) rik] 


由 命题 { 和 命题 2 可 得 
YBa |< pipi hee, 
den (Yh Erla ))< gf heon”, 
TE g <d, Mii KOR SST aR. 命题 证 毕 . 
命题 4 Ue IRKM YE (e* 40,8 


* JA? ， 第 七 童 Mahler PAA eee 


rd 
log! iy Ela Dl Faq’ bogl al. 
证 ”我们 有 表达 式 
rial rik A 4 rik) A + iki 
KE, (af } 一 Ant at k yfi H Ha" + Cat jZ + =). 
H H 


中 命题 2, 并 对 Ag MAGIE 1.2 "我 们 可 得 


Aas af jie a HIR H aji rla}A 


lz 


<i (eglal "E (21). 


4k RK celal? ”<12, 并 注意 由 (12) 式 知 g <d, AU 


~ Erik) 

4 Ath i, g re 
` Ay? S= Cig cal a | < l. 
-l 


因此 当下 RIKE lat A0, AH 
| y”: Ela) | LM a, cg tH a [ern 
<a a la! (dg)? 
由 此 式 及 (12) 式 即 可 得 到 所 要 的 估 值 .命题 证 毕 . 
现在 来 完成 定理 2 的 证 明 , 将 引 理 1.2 REPO Y F(a ), 由 命题 


3 和 命题 4 可 得 当 上 & 充分 大 时 


Lyte) Mog] a |J- 20K : Q In" cya (max( Mg” , dg Y) y9, 
3 q 


但 logia| <0, rG 22k AWER SODAT A, FREE. 
MIRER 1. 先 给 出 一 个 辅助 结果 . 
引 理 4 郴 数 fz}EK[iz]] 在 人民 (z) 上 是 代数 的 , 当 和 县 仪 当 它 在 C (xz) 上 是 
代数 的 . 
证 设 了 f(z) 在 C(z) 上 是 代数 的 ,于 是 有 a;EC(z),a,(z) 关 0, 使 
a (zf a + ale) fle bt + aglr) = 0. (17) 
WO, OTE ao( 之 ),…,an(z) 的 所 有 系数 组 成 的 集合 中 在 K 上 线性 无 天 的 
无 素 组 成 的 极 大 子 集 .那么 a;(z) 的 系数 都 癌 表 成 上,… ,6 的 KK 线性 组 合 ,从 而 
我 们 有 表达 式 - 
a(z) = az(z)9， alz) € K[e], (18) 
将 它们 代入 (17) 得 到 


N lanle) fle)" 4 = + aa,(2))8; = 0. 
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—_— — — -一 — -= = -: = = -一 -一 -一 ”一 一 一 -一 一 一 -一 


A> ay (2) flay t-e + agile) = Sonat EK. 由 上 式 得 >; 1 (>) of Jer = 0, 


从 而 2 on, = 0{ = 0,1,0) MAA 81,…,5 是 KK 线性 无 关 的 , 故 一 切 mg = 0, 
TE 
a lef ie)" + baglz) =0 G = l,e, m). 
H antr) 0, BOSH 2,(2)G=1.-- mm) PERA ARAE, FEM ERE 
WA FDE K 2) LERA. Sah, N BR RSE. 
因为 方程 (1) 是 方程 (2) 的 特殊 情形 ,并 且 由 结 式 性 质 ,存在 多 项 式 S, TE 
Zel z, u IE 


A(z) = Siz, w) drat (rju + Tez, wD ble du’, 


因此 定理 2 中 的 各 项 条 件 均 在 定理 1 中 成 立 , 所 以 由 定理 2 推出 定理 工 ,特别 , 定 
理 1 中 的 条 件 m< a 可 以 代 以 m < 2. 
满足 我 们 所 研究 的 区 数 方程 的 酒 数 F(= ) ,通常 称 为 Mahler BA (ZR Mahler 
WY pa). 关于 Mahler 冰 数 的 存在 性 ,可 以 参考 [170] 的 8 [1.7. 现 在 给 出 一 个 有 具体 
例子 . 
定理 3 设 d>1 是 一 个 整数 ,aEA& ,0<|a|<1, 则 Dari 是 超越 数 . 
证 邻 /(z) = > ， 那么 它 有 收 伍 半 径 丸 = 上. 易 见 它 满足 画 数 方程 
flt) = Fz)— 2. 
我 们 证 明 f(z) 在 CC(z) 上 不 是 代数 的 . 设 不 然 , 它 满足 不 可 的 方程 
Fay + apal l + angle) = 0. (19) 
用 x4 (RF x EB 
f)" + anl ) fF ad ) eet coft sd ) z= 日. 
Alf (24) = f(z) -xz, 代 入 上 式 可 得 
Fr) + (nz + apl fr) t+ = 0. (20) 
作为 Hz) 的 多 项 式 ,(19) 与 (20) 左 边 应 相同 ,所 以 
a, Cz) =— nz + a, C24). 
È an \ (2) = a(2)/b(z), EP alz) ole) BR REM, h PS 
a(zjbh(e!) =- nb le)b{ ed) + a(t iele). (71) 
N a(t) FOAR 6 (27) BR be), Mili deg (2) =0, BI b( 2) =A 
数 ), 由 (21) 得 到 


alz) =- ne + ale), 
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比较 两 边 z 的 次 数 ,推出 a (cE C , 故 - az=0, 此 不 可 能 .于 是 /{z) 是 超越 的 ， 
FEHER 1( 或 定理 2) 即 得 OPC RE EEE. 
注 1 K.Nishioka( 见 [170] ,$1.3) 给 出 f(z)E€ KILIz|]] 超 越 性 的 一 些 条 件 . 
基于 这 些 持 洲 并 应 放 定 理 2. 可 以 让 时 一 些 数 的 超越 性 ,例如 
y= 2 Fe 
ERA AC F, 是 第 nn 个 Fibonacci 数 , 另 -- 方 面 , 可 以 证 明 
VS 1 CE 


la Fp 


Sp) ”多 变量 函数 方程 解 的 超越 性 质 


设 人 二 Lew) 是 非 质 整数 元 素 的 n MARE, = (z1,… ,2;) 毛 CQ”. 我 们 定义 变 
fe 0:C°>C" # 


(z= CH ates TE ate). {1) 
我 们 设 方 阵 N 及 代数 点 @ = (a1,… ,a,)EBA"( 其 中 诸 a, 关 0) 具 有 下 刚性 质 : 
(DOn 非 奇异 ,没有 一 个 特征 值 是 单位 根 ; 
COA p 表示 2 的 特征 值 绝对 值 的 最 大 值 , 当 一 吕 时 Ot 的 每 个 元 素 是 
Of pt); 
(DEWR a= (aft, a W a RAAR 
log| aS”? | op (1 iA a), 
其 中 s>0 是 常数 ; 
CNB f(z de 个 变量 z = (zx),…, zy) 的 复 系数 宕 级 数 , 在 原点 的 某 个 邻 域 
内 收 和 伍 , 则 存在 无 穷 多 个 下 整数 二 使 (te) 40, 
因为 2 的 特征 多 项 式 有 整 系数 且 首 项 系数 为 1, 所 以 性 质 (  ) 蕴 会 po > 1 , 面 
且 虫 非 负 符 阵 谱 的 性 质 ( 见 [79j,p101) 可 知 p 是 的 一 个 特征 值 .另外 ,应 用 年 阵 
插值 会 式 ( 见 [79],p66) 我 们 容易 证 明 :如 果 的 每 个 绝对 值 为 p MRENE 
的 极 小 多 项 式 的 单 根 ,那么 性 质 ( 1 ) 成 立 ， 
对 于 ( 式 中 的 变换 站 , 设 z= (zesg E= ie, ia) EZ Ria J = 
eye et ,那么 容易 验证 
(Nz) = wii. 
此 外 , 若 记 Oz = Czy. z) Be >0, 则 


N(logzi, loge,’ = (log 2) 4° log 2)’ 
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Habe ts RR A PRA RE Be RE 
H K[[2]]= K[ z n eR ESE z 一 (xz,… ,zi) 的 系数 在 代数 数 域 K 
中 的 形式 寡 级 数 环 . 设 fz)E K[[z]] 在 一 个 包围 原点 的 n HES EU 中 收 合并 
YR AE RCH BE 
Salo f(r) 
F) = 二 -一 一 一 一 ， 7 所 Daifz) az)EZrk[z| (2) 
ZOUE 


H Az ) eax Sa; (z) u ‘和 6 (z) ul GEX u 的 多 项 式 ) 的 结 式 ,如 果 这 两 个 多 


项 式 之 一 与 ,无 关 日 等 于 。 (2), WS A(z) = cz). 
定理 4 (K. Mahler!) i N Mla RARER )~(N), f(z) 如 上 述 且 
EK (2.7.2, ERRBH. WRAHA k20 ae U BAC Ha) +0, 
f(a) RNY. 
证 Me LCE 不 妨 认 为 所 有 a RADE KC BRA K 的 适当 扩 域 
REK) & p AEB RNA p+ 1 个 多 项 式 Po,…, Pye Zr [gis 
e], H deg, P<p(i=0 pap 二 1,… ,nn) BERBAR 
F(z) = SP le) fle) = Dione 2, 
(此 处 h= (hoh RST SE, ARTA Pe | Rl =A te th, plti 
的 系数 mm =0. ART BS (U p] hea pti) 个 未 知 数 的 线 
性 齐 次 方程 . 因为 
([ pith] 4 1}* < ( pitt’ + 1)" < pip + 1)” < (p 十 1th, 
所 以 由 引 理 1.13 可 知 它们 在 zx 中 有 非 平 凡 解 ,因为 所 构造 的 E (2) Æ U Pik 
伍 , 所 以 
lon | Sc p) ch". 
RE), k >c, 时 
| op Cay Aree (ah | elpe eA 
= cif p) lee) h, 
WR k >c, BA ce ”之 1, 因 而 
[Ea) le(p) Dd) (eye yh 


Ikl > pit lin 


<o(p) >) 2 Cee)" 


一 
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_ = _ -1 k 

<cj(p)nl >) iez at yn Y ` (cE at yh 
-ú A>ilajp " 

I+] fm 


S ejl p)acs(cge Fa? 
clp)e ree, 
由 结 式 性 质 ,存在 多 项 式 S(z,u), Tle, u)EZglz, u lft 
A(z) = S(z.u) Y aladi + T(z,u) Slol), 
于 是 ~ 一 


Ala) = S(a,fla)) ala) fla + Ta, fla)) Yo (@ flay. 


(3) 


SS) 6.(a)f(e)' = 0 那么 由 方程 (2) 推 出 > a, Cer) fla)* = 0. 因而 A(e) = 


与 假设 矛盾 ,因此 
So(a)flay #0, f(a) € K. 
继续 这 个 推理 可 知 
Sba) (aay #0, FF EK (k=O), 


因此 > 
Ea) E€ K (k 21). 
为 信 计 Ep a) 的 下 界 , 归 纳 地 定义 Zk 1) 如下: 


Z = 16a) fla), 


Zs SRD 66a) fa), k> 
那么 ZE K, Z ~OCk > 1). HERR) 及 (1) 可 得 
fog] aP < cp, alla € ZA (RRO iron), 
其 中 5=den(a1,…,a,,f(@)). 由 此 可 得 


ASARO <S coce, 
zZ if (Qa J< X fa; (l fla} < S croci, 


其 中 {= max( dega, (2), deg. 6, (2)). 并 日 
Om Ele f(a)) E Za. 


(4) 
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一 一 -一 一 一 --- 一 一 一 一 — -一 — 


因为 Zs - AY bi Oa) ft (Nay ,Zs f( Ma) = we a, (Qe) f Nay ,所 以 有 


o 
AACE cet" )* (ee)™, 
CB mye a girini , y, Canim ym. peter"! (Zof (Po)) © Za, 
MEER 上述 扒 证 , — ARH 
Zl) ZATO p effet ee 
Bm are Zp OO ar (Za) € Za, 
其 中 
r =cgnl (om? + om 十 人) 
cy = nb (Lege |m** + [ego jm + e t Eea], 


因为 m< p, Pi kA Sa A 


rno Mltmtoot mii g cp’, 十 m)! < CP, 


从 而 得 

AIET (5) 
于 是 我 们 有 和 外 值 

ZE, w) < cis( pee, (6) 
HARM, 

den( ZRE, (a) <P. (7) 
FF) PETC) ,存在 无 穷 和 多 全 二 使 下 (Die) 天 0, 于 是 由 (4) 知 对 这 些 k, 

ZE, (Ya) £0. 


将 引 理 1.2 应 用 于 ZE, (a), (6) (7) 98 By 
log| AE, (Ma) | >- 20K : Q ]Ulogess(p) + pplogcss + obiogcig)， 
由 (3) (SR ERAS IHS k 
ptploge,, + logcet p) — crep 
2 2K : Q |{logeis(p) + ptplogcyy + peploge i). 
两 边 除 以 pa Ft 2» 00 ,得 到 
cpp" <= (2LK : Q ]Clogess + bogeys) — logc) p, 
4 p 充分 大 时 这 不 可 能 ,因此 定理 得 证 . 
从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 性 质 ( 开 ) 中 的 条 件 是 很 关键 的 . Mahler 曾 给 出 俩 性质 
(下 ) 成 立 的 多 分 条 件 . 与 性 质 ( 人 于) 有 关 的 一 类 结果 通称 “ 消 没 定理 ”. 
定理 SMabler ARE O a dE He HERE NA HRP TE aR EG 下 不 可 


[+ Lén 


， L58 > FEE Mahler er 函数 全 的 超越 性 


4) FE 2 有 一 特征 值 e 大 于 所 有 其 他 特征 值 的 绝对 值 .用 A, ERNO -EE 
An 阶 半 位 阵 ) 的 (7, 门 余子 式 ,那么 Ay AOC Hl.) FFAS 


Sa)logla|<0 
r=l1 


if 2 Ma=(a,, 0 JCA RAAI) CY). 
证 HERETER DA 2 满足 条 件 ( 工 ), 现 令 


P(X) = det(XE - 2) = Hex — pr), PAFL 


以 及 
®,(X) = ort 1 = lyn. 
注意 OX) = Ux- a) ,7 一 1 次 多 项 式 
n |[(x-p) 
2 BCP) 'o(X)-1= >) -4# _1 


有 r NEP Og ,因此 


Dla 1 G(X) = 1, 


从 而 
Salay oA) = E. (8) 
因为 (0 一 ppE)B(N) = DA) = 0, 所 以 28,02) = pB), Am aa) = 
NF ICOD NA) = OR) = … = piD(0), 于 是 由 (8) 得 
om = X aale al) = Sa (9) 


其 中 己 记 并 = 6 (p,) '® ANL, e,n) BA POOE n 的 极 小 多 项 式 ,所 
以 工 才 00 二 1,…,n). 由 19) 知 条 件 ( 卫 ) 满 足 ， 
令 (ae 的 )= 吕 -po 开 ,用 (4 久 ) 记 (ae 纺 ) 的 各 元 素 的 余子 式 组 成 的 矩阵 .由 吕 的 
PUES TARE Ce) Ql=n, Art AfP HOU =1,…,n). 由 于 
rank(2 - pF) = n -1, 
(APYN - oF) = detl O - pE)E 
PCO - oF) = Op) PAAA - pE) = Blet) = 0, 
因此 T; 的 各 列 均 与 (4 多 ) 的 首 列 线性 相关 ,因而 
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eaAif e, AS? i eA 
e Ait e AS? Al} 
P= :4 EC， (10) 


“Alt erAM” T ewAnt 
BAALU- pEXAPY =A- pE) =0. FUT, MEWS APY 的 首 列 线 性 


相关 ,所 以 
(elreze) = y( AD， AP, ARY, 加 = 0, {11} 


于 是 

D = yl APAP), = (12) 
KRPS Ei a, = al), A; =A. 我 们 断言 Arn Ap An EQ BEAK. i 
不 然 , 邮 有 


eA = 0.6 € QU = Ln) REAP, 


于 是 
Ey Es Ëa An 
Ail ai CU Qika Aq 
a-il j2 "yd : | = 0， (13) 
Qtrll 412 7U Aysela : 
dnt On? e.. ann Ain 
由 此 可 知 


detH, =+ Ser + =D, 
其 中 H, 是 (13) 式 左边 第 一 个 什 阵 ,这 与 p 是 = 次 代数 数 相 矛盾 { 因 0 的 特征 多 
项 式 在 @@ 上 不 可 约 ) ,因此 Ay), Ais, Ai, Q RIEK , AAT UE An, Aa 
4 也 和 线性 无 关 . 特 别 ,这 些 数 均 不 为 堆 , 于 是 由 (10),(11) 可 知 r 的 每 个 元 素 
BRAS AHO) =o tole), E BRIERE Pr, 的 元 素 都 是 正 
的 ,于 是 从 (12) 得 到 


(14) 


= | yli An 
AFIRE Ay. A, ,我 们 由 (9),({10) 得 
log | (af) ie {a)n | 
= {hj hs Æ (log| as], log] oa, | Y 
= p(k, ha) Py Clog] ay| ++ log] a]Y + ola) 


yl 
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= ø | Yil hs AJC A) ` |Aallogla | | 


fol 


| A | > i A,r | log! @, | y + ag} 


=elri (D Aula} OS) | Ay logla, | ) 1 of), (15) 
1 一 | -l 
HA, =1,h, =00j42), 88) 


log! aj" | = o | yıl | Ai, | >, |A {log | æ | + ol). 
pel 


由 定理 的 假设 ，> |A |iog| a; | < 0, BRDLESR( IL) ARSE. 
RES 
f= D baget 


1 ERARIS ERARE TERN HOSE Chey ha) CA 
| HERA EISMA AB Ath A) -Aia| 的 @@ 线 性 无 关 性 得 


MAJA, Æ DLA dla’. 
1 二 1 1=1 


今 


H = min| > [Ay tA, Bik, # 0} = X lAn lA, 


Plh h PACH, H, >E Dh oh, #0 , 册 册 (15) 得 
(al frat) 


(of) aP, 


log 


= ø| 71 (> | Ai, | (Aj 一 H(X | A; | log] a, | )+ olp) 
~ œ (k + ©), 
Hk 
bd yh, aA 
> Bh a, fat ee lay) —> by (0) (Ch + œ). (16) 
lA 1a SHC = Boa) Ca} a (ai, y's | 
FA FD PERC DR, 45 k 充分 大 时 有 
> 
1 th AUPE TS) 


No > Rt aft R, alt? h, 
S Ci . pee] Ay, ` 
ivl h >H A,,! 


种. - 节 SEAR ERR BRE tói > 
一 > >, (Cer | a 
171 h DHA, | 


| Sy {C17 | ct | yf 并 > (ci7| agt? )*) 
4 让 一 全 


hoa)! 
J 


(E) | Peder | ait? | yn 


<LO 


x 


it 
EN | 
Keis Dy lel ay | EAA H, 
=] 


RAHSA 


(at HAA lH 
l 一 
g (afp y aO 


øl y| (CA Ayl) + D| Ayl- (201 AnT toa! a | ) 


tolp) rm (k=) Gf = 1,50), 


所 以 
By von Cay? e argh? he 
2 GOE, ~O (k— æ), (17) 
最 后 由 (16)、(17) 得 到 
dn —> byw (0) (k—> œ); 


RHEN EM. EREE. 

现在 给 出 定理 4 和 定理 5 的 一 些 应 用 .为 此 上 先 给 出 几 个 辅助 引 理 . 

引 理 5 WE 是 一 个 域 (特征 为 零 ), f(z1,…, ze EFR zz] 如果 
Flr ey HEF (23,0. 2,) ESRB. BA FC zz .1;1) 有 定义 ,那么 
zi 在 F(z1,… ,zz 1 上 是 代数 的 ， 

证 ”由 引 理 假设 ,我 们 有 

Ca 
其 中 ales 2 EF ley a, iO, mE, a, (2,,°",2,) HO. FR 

Am (Ze nat + 下 
HF a; (zi za) (i = 0,0, m ER, BEER (2, 一 1) 必 不 能 整除 某 个 a; {zi,…， 
za) ,注意 ,大 aj (zee p DÆ S1, e, m), ME ap(z1,…, zs_1,1) 三 0, 因 
此 上 述 下 标 ig > 0, IM 大 zx -1;1) 在 F (zx1,…,z,_;) 上 是 代数 的 .证 毕 . 

5126 设 F 是 一 个 域 (特征 为 零 ),w = f(z}EF[[zx]], 在 F(z) 上 是 代数 的 
ARK 2 之 2, 则 mw 满足 一 个 阶 数 至 多 为 n -1 BRR (z) 的 线性 柚 分 方程 . 

证 设 w 满 是 F(x) 上 不 可 约 多 项 式 


，162 > -EE Mahler 函数 值 的 超越 性 


F(X) = X*+ ap X7 }+ +a, 
其 中 a CF (x) 不 全 为 等 ,于 是 有 
F(w) = 0. (48) 
对 {18) 按 z 微分 可 得 
Fi{w)w + Golw) = 0, (19) 
其 中 Fi =G FP RG, 是 系数 属于 F(z) 的 多 项 式 . 因 Pi(X) 不 便 等 于 零 , 而 F(X) 
BE AED AR, TEÆAF Cz) EBA aX), bX) HB a{X)F(KX)+ 
bCX) F(X) = 1. C18) be) Fy (oe) =1. LA bl RNR, FB 
w = Gylw), (20) 


其 中 CGI(X) 是 系数 EF (2) MBAR. PHAN Gi WIK<n — 1 KREG = 
Gy (mod EF) 4048 G1) .将 (20) 对 z 微分 得 到 


iw = Galw), 
其 中 G,(X) EF (2) LR, BKA Sn -1. 继 续 这 个 过 程 ,得 到 方程 组 
wit} = Gle), &=1,2,-",2-1. (21) 


其 中 G,1SkSn 一 1) 是 F(z) 上 次 数 至 多 为 n 一 1 的 多 项 式 .将 (21) 改 写成 
Raw + Row d + Re") = wo? Re, i=1,2,.,n =i, (22) 
其 中 RAR EF (z). 
RUSE det( R ) 天 0 ,那么 由 (22)] 解 出 ww? om, 特别 有 
w= lat ia tert Lope, (23) 
其 中 EF Cz}. 


如 果 det( RR; Js, 那么 (22) 左 边 各 式 在 F (*) 上 线性 相关 ,因而 存在 不 全 为 堆 
AP LEF C2 }i=1,-.n 一 1) 使 


iilw — Ry) + le” ~ Ri) t+ h (wo R,.1)=0. (24) 
(23) 和 (24) 表 明 w 满足 一 个 F (z) 上 的 阶 至 多 为 n -1 的 线性 微分 方程 . 引 理 
flz) = Da fae! E F[[z]] 称 为 缺 项 级 数 ,如 果 存 在 两 个 无 穷 正 整 序 列 {s1， 

sot Altos tp. | ,适合 
O= mSs Chiat hn, 
lim(t, ~ s) = {或 fm#, /s, = œ), 

f, ~0,f, AO f=0s hs), r= 1 2 

引 理 7 设 F APE AS, UF 上 的 缺 项 级 数 在 FK(z) 上 是 超越 的 . 
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证 设 
w= >) fiz" (25) 
k=} 
RIAA AEF (2) RRR, Fel 6, 它 适合 线性 微分 方程 
S, pwt tTD + Sw" 2) 十 H Siw + Sow +S = 0, (26) 


HIP S, 和 SEF(z), 不 全 恒 等 于 零 .将 (26) 式 两 边 乘 以 S AS 的 最 小 公分 母 , 然 
后 将 {25) 式 代 人 ,并 比较 两 边 ACh =0,1,2,…) 的 系数 ,可 得 n 的 线性 递 推 关 系 
式 
Path) faim + Poa-ith) fatma to + PCA) fi 
+ Poh) f, =0 (Aho), 
其 中 PL PaF (z), m, hy EAE MRR, P, 0. FE PhO RS Ay). 
E m ERP fh ferl fhin- Ah 充分 大 ) 全 为 零 , 则 其 后 所 有 系数 f 
全 为 零 ,这 不 可 能 .证 毕 ， 
现在 设 a0,… ,as-1 及 Pi,…,B, 是 非 负 整数 ,用 下 式 定义 数列 ia | 0o: 
Akin = Pidgin t+ Paarra-2 t+ "+ Baa, & 20. (27) 


W(X) = -BX — AX"? —  — fa- 
定理 设 ags Gy A Bios bn- EFEN, ails … ,dn-1 不 全 为 鹤 ， 
PODEA ERA AA ERR pi ,…,p, 满足 条 件 
Pa| ,| |). (28) 


pi > max(1, 


Ra EA,0<ial< 1, 则 2 o% 是 超越 数 . 


证 4 
A 1 0 0 
9- & 0 1 0 
: : ". 1] 
B 0 0 


对 每 个 (OSi<n 一 1), 用 下 式 定 义 数列 [29 Sg: 
al? = 0,. abt) =O,a\? = lati = 日 ,et = 0, 
al, = Bal, + malhat t Bal? Ce 0) 
于 起 由 (27) 可 得 


， 164 : 第 七 章 Mahler eS ARTE 


i 1 1 
ave ality? aft P 
| ; : : 
| à 4 4 
m = (k 20), 
I 
aero a of 
ù 
a a-i ah a? 
& 
a, = apa? + ajap) ter ta, ai? (k=). 
定义 
= GT Sern? a 
flz) = filz, e,z) = zi l eez, 
因为 


(aprnlr Arrn2s a) 一 (aben prn_ 1s" Li 


所 以 f(z) 满足 函数 方程 

f(z) = (Qr) t ziar ea, 
由 线性 递 推 数列 性 质 { 见 ,例如 ,[211]) 及 (28) 式 ,我 们 有 

a, = 2 bith = bye + ol), 
其 中 b, 是 带 数 ,5 天 0. 另外 , 因 ea 0.5 > 0, ag- ay (hoo), 于 是 由 引 
理 7 知 f(1,…,1,z) = 31 za 在 C(x) 上 是 超越 的 ,从 击 由 引 理 5 推 知 F(z 
nErenn z) 也 是 超越 的 . 景 后 ,容易 看 出 和 点 (1,…,1,a) 满 足 定理 6 的 


条 件 , 因 此 由 定理 5 得 到 f(1,…,1,a) = 》 ax 的 超越 性 ,证 毕 . 


特别 ,由 定理 6 可 知 数 > of 是 超越 数 ,此 处 F 是 第 个 Fibonacci 数 
A- -个 有 趣 的 应 用 例子 是 下 列 Hecke-Mahler 级 数值 的 超越 性 : 


wo (kel 


下 (siysa) = dy Dy chek, 
hi =1k,=1 
其 中 ao >O 是 无 理 数 .用 定理 5 和 定理 后 可 以 证 明 : 苦 > 是 二 次 无 理 数 ,a|， 
mE, Sfar ,alie | 所 1, 则 无,(a1,a;) 是 超越 数 , 特 别 , 当 aEB&,0<ial 
<i, St hw la" 是 超越 数 ( 见 [126]). 


在 | 1704) 中 我 们 还 可 找到 其 他 的 Mahler 函数 在 代数 点 上 值 的 超越 性 的 具体 
的 例子 ,它们 与 递 推 序列 关系 密切 . 
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BIP ”补充 与 评注 


[° Mahler 方法 代数 无 关 性 情形 比 超越 性 情形 要 复杂 得 多 ,其 基础 是 Mahler 
疯 数 的 代数 无 美 性 ,对 此 可 参见 197,124,168] 等 .关于 Mahler 方法 的 较 完整 的 论 
述 及 文献 日 杂 , 吉 见 11701. 进 近期 的 文献 还 有 [45,171,224] 等 ,有 关 消 元 法 理论 在 
Mahler 方法 由 的 应 用 可 见 [155,162(Ch. 12),166,223] 等 . 

2° 消 汕 定理 本 质 上 是 零点 估计 . D.W. MasserL7 给 出 了 一 个 新 的 消 没 定理 ， 
述 可 见 197,167,1691| 等 . 

3 Hecke-Mahler 级 数 的 研究 除 !74,126] 外 ,还 可 参见 [148,170] 等 . EL 44, 
165,268 ,269] 中 给 出 了 相应 的 通 近 六 法 . 

4° M.Amous F398 T Mahler 冰 数 在 超越 点 上 值 的 代数 无 关 性 ,N. J. Ga- 
lochkin! 研究 了 Mahler H $c fi AY 48 HE ESE HE, S. M. Molchanov!!! ge p i e 
Mahler 函数 值 的 p adic 超越 性 度量 ,这些 问题 值得 继续 研究 . 

5” KF Mahler 方法 在 分 形 几 和 柯 中 的 应 用 ,可 见 [28,75,170] 等 . 男 一 重要 所 
FABIA FY Mahler 方法 研究 自动 机 理论 中 的 某 些 问题 ,可 见 [27,53,S4,122 ,123， 
125,180,199] 等 . 


第 八 章 数 的 分 类 


1931 年 K. Mahlerl22 对 超越 数 给 出 一 个 互 不 相交 的 完整 分 类 ,分 别称 为 5 
H TRAU 数 , 本 章 介 绍 Mahler 关于 数 的 分 类 ,并 给 出 各 类 数 的 一 些 性 质 . 最 后 
还 介绍 一 下 ]. F. Koksmai%- 于 1939 年 给 出 了 类 似 于 Mahler 的 关于 超越 数 的 分 


第 一 节 Mahler 分 类 


SERET (n, H) = | PCrc}|PCc)EZ [2] deePn,H(PI<H!. i$ 
EET, H n MH BEES 


a (H,é) = mna |PC). (1) 
Piz Ê (x, H) 


Pie 
当 al MASI HERA wo, (H, OBE 1,04 Ptz) 寺 1 时 , P(E)= 
1, »,(H,6)S1. 41. MN, «©, CH, EVAN. VEN 


— — En logw, (H,&) _ can 
on = og) = fim(- PBS), n= 1,2, (2) 
和 
v= o(2) = Tm ME), (3) 
Bp 
二 一 一 一 loge, CH, &) 
o = Tn Gn en) 4) 


LEE ZA BSH OSs, SOROS RO, HEEL AF na H ES 
oy CH, E), TÆ- logan CH, 6) — loge, (H, £), RA onii (8) 2a, (E), B 
own) 大 于 n 是 非 降 的 ,因此 w 是 非 策 有 限 数 或 者 是 正 无 穷 , 还 定义 自然 数 px 如 
F: 

使 w, = © 的 最 小 指标 p, CB n E p, 

E= Su = @ Mn < u Nw, ~~); 

co , 当 土 述 指标 不 存在 时 . 

CAREX AI y 是 唯一 确定 的 ,特别 当 ne ce 时 , 则 有 w= co ,这 是 由 于 当 ne 时， 


tay = 00, PE = 00, BR oo = 00. LAT u HERTA, HER EEC, u 和 w RA 


第 和 Mahler 4748 * lo? : 


ERC TS BEL fe ee FIA REX, Mahler 23 Hi RAT aR 


AR: w = bp = 3 
Se: Ow oo = OO; 
T $.: 二 0, =+ OO 


pi mE w= ye S, 

FRAT PT EREE Pha A 数 集合 相同 . 

定理 1 A= A 数 的 全 体 ， 

证 WL ECA MAME SSM P(e) EC (n, H), JEH PUZO, SLE 
1.10 4; 


'P(E)|> 

BOWL co ARORA Eo BIE APB, OR 
— loge, CH ,&) <- loge + (degé — i) logH, 

w,(@) =depE-1, wl(&) = 0. 


Hip) i? 


这 就 证 由 了 是 A 数 . 
Roz We EEA WR E CA, AIR EE RI QUE) = agf t ay ht 


ta a2 0. 于 是 对 每 个 次 数 不 超 过 .高 不 超过 的 非 零 多 项 趟 QUz) 有 


PF QED OTE. 显然 满足 和 茶 件 Oa, Sh (OR Sn) AES BR Mey 
CAI) - 10-9 Q AT OCA 
!QCE) |< hmax(1. E)n +1) S ch 
这 里 ， ARRETE, n HERR, BA clat) A- ch ch 1 区 间 分 成 长 度 为 
2ch 7 个 下 不 相交 的 小 区 间 ,共有 AA. BIR n, h FRA ATECA +d)! 
- 1. HPT RA BP A a a (292 = 1, DIAA QC) CF = 1, 2998 
APICES 2ch “的 同一 小 区 间 由 ,于 是 有 | 人 8 -— 02) | Seh "S 
Pioa Alr) Ql), WA degPsin, HOPS2A, | PCE) |S 2ch 7 与 上 机 
MM on (Eln MA ef) 21. 6 A BOA, TE E i RRR. 如果 
ETM QC eT Aye RURA EN - Ach) xi- chy ch |, Wah oJ 


RRF E, n MERE AFAR £4 AB 454) RG BB De“ T 的 小 区 间 , 每 边 


共有 h 个 小 区 间 ， 可 构成 i” 个 小 正方 形 .同样 用 抽 异 原理 , 有 两 个 不 疝 的 
QCA Qr) IMAI QETE Q2(5) 落 入 同一 个 小 正方 形 中 ,并 对 应 的 


OMODE IPE TOE CRVA EB ay) 
at! al i hj EEA 数 相 矛盾 ,同样 证 明了 EC A. HEHE. 
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第 二 节 关于 SS 数 、.U RAT 


ACTS Fy SG UEFA FE Lebesgue 测度 定 交 下 ,几乎 讶 有 的 超越 数 都 十 S 数 .在 证 明 
EZ, AGA t S 数 的 一 些 性 质 和 帅 个 引 理 . 
定理 2 # EES 数 , 则 存 让 ;>0, 对 任意 >0, 有 与 日 无 闫 的 常数 ,= 
clé, n a e E, EMH 
w, HE) > old tn = 12, = 1,2, (1) 
We BOG E WEC R, M E LES 数 . 
证 WES RHE 


lm = wo,(€) < O, 


T- Pe 


ee te 有 界 ,从 而 存在 6 >0, 使 得 


mE = Tm- BE) < bn = 1,2, 
成 立 . 改 对 任意 >0, 存 在 Holna, 0o) EH A> Ho(n ,后 ,e) 时 ,有 
~ geat A E) < (By 4 e)n 
和 
w,(H,&) > Hote, (2) 


BLES cel, n, oe) min SoH, E) H%* 9" 1) W Cy SL EH 


HSH (a, ie? 
(2), nein Oo, e AT, (1) akbar. m H& Hoir, oc T, H Ca HNE 
祥 ,在 <h an (HEH MMA 
w,(H,é ) =w, (Hf) tH Coytedn 
1 
2 Pnl 
> cht mn, 
(ORA :次 成立 . 友 过 来 容易 验证 ,of = Oy FFA p= oo fe EC ALS 数 .定理 让 
Fe 
RERE 2, 我 们 定义 (1) 式 中 指数 8 + e 的 下 界 : 
g = inf 4, | 对 一 切 n ,存在 Cn ,使 得 
an H, E) > eH H = 1,2,.!. (3) 


> HE) Hote np aron 


ORAS Be 的 型 . 
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定理 3 如 果 二 是 s 数 , 则 上 的 型 为 
日 — UP 人 tE (4) 


H 

WE OHA wy, (8) >, "=1,2,…, 则 有 有 
E loge, (H.&) _ loge, 

log H log H 


BAY oy (2) SOs UREA OS <a, AO sup O) <a, Mam 


+ Gyn, 


sup nh) Jes inf, = 6. BUTE YT Se A ve. SANSA, 0 ap hE) >00, A HIE 8 


>O0, itt 4 - Ssup | aay y ,从 而 有 一 一 一 wn lE) Eg 8( 对 所 有 nn). 同 定理 2 的 
WEHE EEM, FEER R c， 和 任意 小 * >0 使 得 
w He) > eH P 2 
成 了 立 , 们 是 有 -人 +ec<B 这 与 8 二 二 的 型 的 定义 相 韦 盾 ,这 样 证 明了 等 叶 成 立 ; 节 
(4) 式 成 立 . 定 理 证 毕 . 
引 理 1 设 人 kz)=onos ! que" + 十 gn 为 整 系数 多 项 式 ,8 为 任意 复数 ， 
a san AQ) HEAR WS 


yl Pag) i —1)L{(Q)max(1, | 8"? 


+ [J] max(1, |e," 


4 一 ] 


证 必 Pts=entz 一 eshz 一 co 六 则 有 
P(S LCP)max(1,| @| y 


+0 
LIP) S slal >， Ss Ion CETE say) , 


n= 


这 里 fa ay) AD ag. PA me 阶 初等 TST BR PARK. 
MZ t,o, E ta AT tye tse, AY m BPRS PRY Gaal aas 
记得 到 (由 归纳 法 ) 


Mi 
q 一 — 

Bm (Gy 20 By) 一 Se 1)" fay a, Capers te) (5) 

gat 

利 
a 

Bi (Ogre 4 Oy) = >) ( byt tel Vo Cars san), (6) 

J Mtl 


注 这 og GS 规 在 在 (5) 式 和 (人 6) 式 中 取 0 
a， 和 | 我们 用 (6) 式 ,最 三 丰 有 


SAR Bae 


| Gy Fm (ars Qa) L{Q)max(1,la, 01. (7) 
PEGO sh (6 APE P= TRAC MA 
| doom (asst ay) | 
p (m+ DLCQ)maxll, |e) 1, la| 1t, 
“ln = m- DLQ)max(l, lal) Hel), Hie | > i. 
上 式 统 -本 成 


| GoSm a3 san) | <_ nh @) FT max(1, | a, | } H 
rel 


则 和 有 
LEP) & n(n — DLQ) ÍI max{l, |æ | ) 1， 
HSH a 
do B - a3) CB- ay) Enta = IECQ)max(1, | gi"? 
x i maxll, |æ] ) t. 
引 理 证 毕 . - 


注 1 由 对 称 性 可 类 似 地 证 明 


lae 下 (B-a) AB- a) 


Safa — ELC Q)max(1, | 8)" maxll, | ey] 7! 
x max], |e) ! CF = 2,3,.…,n). 

引 理 2 WW EDAR RETA, degQ = n(n 2),H(Q)=hoa 为 

QC WA 
LQ’ Ca) | ey (na, 

XE co Cn ALARA n PORTA oc (a) <1. 

证 KR O(z)=gle -a:)ele-a@,) HH a =e, DIQRRZMA Q(z) 
eA aC CMA ROG, Q D. BF Q al Pr D{Q)z0， 


IQ) = lgl” :| J] Qa) 
=|g\?" [| |a- aY 


Lr -用 


=jq|*" 4 Qa)? IT 1 | a, g 


r—2 4-3 
iy 


SB oT 关于 5S 数 .17 数 和 了 数 ， FE: 


一 Oe ¢ i? 4 lg! li [a, - a. 
: 2 r- 3 
god 


由 引 理 1 的 注 , 则 有 


q | | | a, a, | n(n 一 DL Q)Jmaxil, |a, |)" “maxf] ,la ) | 


t 


fo 
Fs 


izl 
x max(t,]a@,| 74, 
Fle 
[DQ l gnal — 1)" E0Q))" Imax(l, tal) "1 


可 
x [| maxi, | ee 
i-Z 


| Q’ Ca) |-M Ca)" ACE CQ)" ala — 19)" 'maxll, |a|) 274 
<2| Q’(a) (nn — 19)" LQ” Fmax(1,|a]) 74> 
LIR a aa Ta + Daye, 
由 于 | CQ) 1, FER 
[|Q (ee) = c(t)", 
BME ey (n= CnC -DDT Cn t1) E eala) <1 (2). BF E. 

定理 4 在 Lebesque HIER FLAP A NRE S 数 . 

证 由 于 A 数 集 合 就 是 代数 数 全 体 , 所 以 它 的 Tebesgue 测度 为 夫 . 下 面 我 们 
只 需 证 明 A T RAHA 数 构成 的 集合 的 Lebesgue MEAS. 

设 才 为 任意 复数 ,P(z) 是 不 加 约 整 系数 多 项 式 , degP 志 nn,H(P) 志 日 .用 a 
吉水 与 上 有 最 小 出 离 的 P(z) 的 零点 , 则 对 P(z) 的 任意 其 他 零点 a , 则 有 |a- a i 
sa „Fi P (al = pla-ay) la a, OX BW 
degP =n, p, 为 Piz) 的 首 硕 系数 ) ,于 是 

|P la) | <2" | pal tE- azel E- an| 
<2” Pll E- al, 


则 有 
|€-al<2"| PCS | Pa) | (8) 
HEL 2. 则 存在 一 个 与 有 关 的 正常 数 cifa) ,使 得 
(Pa) Rc(n) A". (9) 


ME n=l, FI) PCa) | 1, BR 
Pay] Se (2) th. 
ME REVERE (0e SH) EAT MMS LOR. GE ARR n 
Alh fete TP OBON n ANA ABT Ay RB Wt P(e) ,使 得 
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oe bn 


PERL -h CG 


Wy HE bo TRALO 数 的 定 头 其， TEO n AURA A 的 整 系数 和 多项式 
Pex), 使 得 


Hr! 


P(e) < (ey al i (11) 


iget! 
Mey. UE PCO AA TES, HO DAZA GORR. 如果 Pe) ET SED k 
4h Ana] 2 LAR RER, PC) Pil) POs) EAP, =A, deg P; = n, MA 
ny tor bon a DEEL HE 3.2 Whe soe". HURT lyk, BA 


o jeca d 
PCeZy| ct [A = Bn 
| (8) [2 gat Nh + 
自理 2 的 c Ce BE XL ey pala) Goles. k), MA 
上 
rece). = TEL P| > (ego) Ch hi) 


362+1 


a 


enta) \’ “eo ba -ün 
一 nagnti h ? 


GODS ae BA — PP, C2 A LOOK. A 09) AICO SK, LED TA 
PA Po MAS AY aa GE Bae) IG 


ech), _ 
one 


| o a |2" 


colin JA” 


on. Ë Sa -$r 
=2 gui < -337rih " 


以 PEDR R TEAN AG, 做 一 个 半径 为 535 -Sr HO A. 记 这 些 圆 的 和 集 为 
SCP.a,A),JFic 

Min,h) — USCP ah), 
RE Ps 经 过 所 有 次 数 为 站 和 局 为 六 的 不 可 约 整 系数 多 项 式 ,它们 最 多 有 
(2h DU ! 个 ,这 样 所 有 工 数 各 数 邦 包含 在 数 集 M = UMC, h) 中 .而 
Mn, hO Lebesque 硬度 不 超过 


2 

nh + 1'in [Li | 
ipni] E Sa i. EN. 
a ne Se ELE h w e, 
pean = nh? 


RUE MF 的 Lebesgue 测度 不 超过 
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DUR ea HE a A CES T E FT 

注 2 K. Mahler 4til) fF S Berea Xha, fA EH Os PEE Gy Al og ETE 

JLT AAT KREA A o TAS BOC WAE 1 三 BE 名) JL? BP BRL oo 的 


SAC WA 16 gg). 1932 年 ,K. Mahler! VERA f @, =4 Al ag 二 AR 


4 
她:0 - 1 A oy = T 1953 年 W. J. LeYegue 7 HEI f do 2A on = 3 .1965 年 
V.G. Sprindzhuk 2 完全 解决 F Mahler 34 48 , BIESH T AT 1 Ai aS ; . 


注 3 HE A, ATT] 9K A Efem E Re xe™ A logota 
FOl ,afg AER SR METAL , PA 1929 iE I. Popken! 证 明了 < 


是 型 为 上 1 的 S 数 .另外 还 知道 ,rr.、)2 3 A0. 12345678910 (Mahler 十 进 小 数 ) 
全 | 


关于 UR ATE HR. 

ERS & 为 UU 数 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 pp oo ,使 当 任 意 周 定 的 ee 时 ， 
AMEE O>0, TE EAT Ij HS t> WH AL lim Ha = % ,而 凡 对 每 个 H, AB AR 
sin 的 整 系数 多 项 式 呈 (1z) 满 足 


0< (P(E): < H”, HP, S&H, (12) 
证 Ot EEU, TERE p= (8) AIRY ne tw, (2) = oo, 
i loge, CH, £) _ 
jim g logH =, 


VARS AE TALE RY o > O AERJ n 公关 有 一 个 无 穷 序列 H, , 满 中 lim H; = 00 (i 
Br 12, M, 是 互 的 子 序列 ) ,同时 


_ loge, (H.,&) 
log H; 


Mr] ow, CA, OREX Ee > A, OER 0 >0 AEA nn) P, E 
2[ z lAl dP, in, HERA 
O<I PCO 1< H” MHP) H 


>n, 


AE ZAR. 
反之 ,由 (12) 式 知 co, (Hy E) <H” HT -Senie > On Fiii 
gi logw,(H.6)\). 一 一  logw,(H,, E) 
fim m{- log H |> 丽人 log A, > M, 


E LE) 


则 有 on (E) > On RT > OG ne 时 ) ,8 WAR AI 
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一 一 a CE) 
lim 一 一 -- 
ro OR 
Bh é Go ye. EEE. 
E6 Liouville ME U IFA w=. 
WO @ l Liouville HE SEE 0, TE AS FF Y : Py “hy | Wi 


O<la-p, gpi Kg (nl), 令 Pi(z)= zp Bq, 70,1 p, S 
q Hi =max(ip, bg o TIER OAIP, Ca) |< H” EEE S H a 是 口 数 ,并 


H ye =. 

CE UE WY F pl — Te ER: 

定理 7 代数 相关 的 数 属于 同一 个 类 . 

证 ”出 于 与 代数 数 代 数 相关 的 数 还 是 代数 数 ,并 且 代 数 数 都 是 A Be. CRT 

只 肌 证 虹 两 个 代数 相关 的 超越 数 属于 同一 分 类 即 可 . 设 $ 和 为 两 个 趣 越 数 ,它们 

在 妆 上 代数 相关 , 即 存在 非 零 有 埋 整 系数 多 项 式 Q(x,y) ,使 得 Q(&,w)=0. 还 可 
BE Q(xr ,的 零点 $= 后 ,名 ,… ,所 都 是 超越 数 , 因 为 如 其 中 有 一 个 是 代数 数 ， 
设 它 的 极 小 多 项 式 为 gr) WYA Qr, yaler RE Q(z,y). 这 可 保证 
QCr ,7) 的 零点 都 是 超越 数 , 令 


Qir, p- Sd) D> Peri = -YR pX, (13) 
o-ùÙ r -O 


MF, Cy) = MPH a =O, 1k 
FOr) =Q(Cr,9)} 


14 
= Fylgt + Filner lt 4+ Fly), (14) 
这 里 Faly) 0, 设 Piz) Efa, H) WA P(E )#0,:51,,k. 3 
Palé 6) = || PD #0, (15) 
rl 


而 每 个 PE) 的 佑 计 如 下 ， 

PEDIS Gr + (HCP) max(1.|&))" Se, i= 1,,k, 
RE ci( 以 及 上 下面 的 coreg DAA nk ts & y 和 了 有关 的 正常 数 . 令 Polri, 
有 


H( Pp < Ht. (16) 
Xit 于 Pale SEF Ei, & MRK Fi Gj’ a Op A EI SEERE- EA ERR R 
数 , 则 有 
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Po(E &) = P* (apse sag), (17) 
这 里 P (apeo) Sed pA Ae ot HE plana) EZ, 


IPT HOP * Sc. H*. BFE 上 的 零点 ,所 以 本 可 以 用 
FEXRI RY fea , BP 


Pip oy. 
Bota)’ T= l,e, k. (1k) 


o, = (— 1)’ 
将 a RAGT), WMA 
PFC C19) 
RE on =degP* Sn i WIETS 
QC) = Fig) P (- Filg) Folgens (~ DFE o) Fam, 


FH PoC MA APEZ HUDRKAUDRA 
P(E) = Polio & (TT PCED) 


= Qn) Fon) "(TE PCa). (20) 


注意 到 cn WA 


Frl 


| Y max(l, | 91)” 


| F(a)” l] 
nyél S ea HEL. (21) 


« (Cn 十 


下面 让 明 QC EP 5 BRS nt, HF 


F; y) = SP we, i= 1,.…,k, 
将 {18) 式 代 和 人 (17) 式 , 则 有 


、 TE (Cp, 
Pavers) = J) pd) 


由 
Aye Ay SA, 
OA dota TEN (È Pa ya 
= Fi” Si pr “aed 1 CD 之 >> rays 
at aay 
Dral ATN 


f m- ^À 
(ÈP) i, 
Whi 


-e> BA 
Qin - pea EP AINAR aY 
A 1 | z- 
Ta, 
fo 


SP)" SS 
“tk degQd( a) stm <n, mi AL 
HEQ 9D Sr t EVE CC! + Limax, Pa : Ti 
.({t + Lmax, P| yr A < aH. 
Hi e H pD RE XA 
Qip | wy (es, y). 
(20} 式 和 {2 了 0) 式 有 
PED E on Cosy) CHP, 
此 式 对 任意 Pe) GP (a, AAR AAT 
on (FTE) > com (eg ges! H! *, 
于 下 有 
a ESR - Lt kwh). 
yD 和 5 是 对 称 的 , 问 样 有 
oo) 
地 后 得 
wl E) ht wl) 


sa 
wy) so. Rt wl Ë). 


数 的 分 类 


‘max | Plays Ag) | 


(25) 


C24) CAC 25 TRAE o EA o DAR gy BR RP I OA CR he E My 


kR A S 数 或 者 问 时 不 为 S 数 .如 果 & 和 7 同时 不 为 S 数 ,由 (22) 式 和 (23) 式 ,1 
et ge) Al pep 同时 为 有 限 或 者 同时 为 无 限 . 这 样 得 出 ,& Aly 同时 为 数 或 者 


注 4 由 定理 7? ,我 们 可 以 判断 : 些 数 代 赂 无 天 .出 定理 6 知 ,[iouvile 数 起 U 


Meee er ta 


BOE 3 Ale. Mahler 十 进 小 数 和 >) 273° 等 都 不 是 已 数 ,因此 Liouville & 
n-i 


EMA TEREX. 


We FR RUE TR. RHK, AM 400 工 数 是 否 存 在 ,1968 年 W.M. 


Sebheaadt HEH fF 数 仔 从 .这 申 我 们 只 给 出 oP BAY Pah RT 


B Ts 补 苑 5 iF = 177 。 


定理 $8 Welk TR MAJEN: O, pE lim 4, = 9 ALLS AL IE BF N 
使 得 
oo) > eH D, n= Lon, (26) 
Woy. 
证 Reker MMS AE OM, ee Pe Ss A, & 不 满足 定理 5 的 条 件 (]12)， 
We fh E A Ce.) > 0 利 适当 的 开征 数 co, = (E.G, ) ,使 得 
onl H, E) > Ho", on Lee 
Bw ele, ALG, SA EX EHO RR. A- 方面 ,如 盯 lim < o0 , 则 
I< w(t ,从 而 得 出 是 5 BC HAS AT RE MA lim @, = 99 ,定理 让 毕 ， 


第 三 节 Koksma 分 类 


1939 年 J. F. Koksmao 给 出 了 类 似 于 Mahler 关于 : 数 的 分 类 | SBR | BE ae 
MET oP IE A TAR -分 类 . 
S EATER aCA EX FR ERM: 


w, (H,E) = min | 二 -ea 
[| 


Hia- H 
log( H+ w, CA, &)) 


ty = On (ED = Tm] 7 log Fd 


w =m" (&) = lim on LE) 
n 
LO p A wp = co NF. ite RETIRE, po =o, FE 
Koksma A FERRERA: 
SOM: Nw <0," = 00; 
TPH gt =O, p's 003 
UCR: a =O, * <0, 
ADE LS” Be Te fea SAR Cl = Cre) ,使 得 
w CHE) > CGH A", n= 1,2,3H = 12% 
Woe. SO" ~ injar AK A" SOR € We. 
Koksma [的 分 大 问 Mahler 的 分 类 完全 一 样 ,可 以 证 明 S* = S,T* = T, U- 
(DL! S97 |). 
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RAUR ”补充 与 评 ; 


Mahler 关 1 数 的 分 类 司 超 越 数论 的 度量 理论 的 中 心 内 容 , 关 于 它 的 内 史 、 


现状 和 展望 ,请 参见 [2151. 


FS ag! 2°") 和 P. Philippon!!* 分别 研究 了 Mahler 数 的 分 类 的 多 变量 推 


G, Wiistholz! 9?) 研究 过 关于 U 数 的 对 数 线性 型 ,还 可 见 [2641. 
关于 数 的 分 类 的 一 些 新 的 研究 工作 , WLR 3.4,5.42,60, 1511S. 
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第 二 节 中 数 多 项 式 的 零点 估计 
第 三 节 中 数 函数 值 的 代数 无 关 性 
第 四 节 Schnei der 第 八 问 题 的 解 


第 五 三 Schanuel 猜想 
BAD ”补充 与 评注 
BAS ”代数 数 的 对 数 的 线性 型 


第 一 节 ”代数 数 的 对 数 的 线性 无 关 性 
第 二 节 Baker 对 数 线性 型 下 界 估计 定理 
第 三 节 ”线性 型 下 界 估计 的 改进 
第 四 节 ”线性 型 下 界 估计 定理 的 特殊 形式 
第 五 节 | o g a 和 e a 的 超越 性 度量 
BAD ”补充 与 评注 

BAS Siegel-Shidlovskii 定理 
第 一 节 Lindemann-Weierstrass 定 理 
第 二 节 Shi dl ovski i 5| 
第 三 节 Siegel-Shidlovskii 定理 
Sop ” 超 几 何 E KÄ 
BAD ”补充 与 评注 

第 七 章 Mahl er 函数 值 的 超越 性 
第 一 节 et 
第 二 节 量 函 数 方程 解 的 超越 性 质 
第 三 节 5 

第 八 章 数 的 分 类 
第 一 节 Mahler 分 类 
第 二 节 关于 S 数 、U 数 和 T 数 
第 三 节 Ko ks ma 分 类 
第 四 节 ” 补充 与 评注 
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